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Ankündigung. 
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Neuer Beweis des Satzes, 

daB8 jede algebraische rationale ganze Funotion einer 
Veränderlioliexi in reelle Factoreu des ersten oder zweiten 

Qrades zerlegt werden kann 

von 

C. F. Gauss, 



i. . 

Jede bestimmte aigebraiscke Gleichnng kann auf die Form 

a?« + « -h ^^"""^ - . + Jl/ — 0 

gebracht werden, wobei m eine ganze positiveZabl ist. Wenn 
wir die linke Seite dieser Gleichung mit X bezeichnen und 
annehmen, dass der Gleichung X = 0 durch mehrere von 
einander verschiedene Werthe von x genüge geleistet werde, 
etwa indem man x-= x == li, x — y, ... setzt, dann wird die 
Function A' durch das Prodnet der Factoren x — a, x — ß, .r — y, 
. . . theilbar sein. Wenn umgckelirt die Function X durch das 
Product mehrerer linearer Factoren x — x — x — . . . 
theilbar idt, dann wird der Gleichung X = 0 s^enits'e geleistet, 
indem man :r einer jeden Grosse ß, y, . . , gleich ?ietzt. Wenn 
endlich X dem Producte aus m solchen linearen Factoren gleich 
ist, 'rangen die>^*' nun sämmtlich unter einander vernchieden oder 
mögen einige der^eibcn einander ^Heicli «einV dann kann X 
ausser diesen FunctieiitMi keinen anderen linearen Factor be- 
sitzen. Deshalb kann uine Gleichung mteu Grades nicht mehr 
als /// Wurzeln haben, zugleich aber wird es klar, dass eine 
Gleichung mten (hades weniger Wurzeln haben kann, wenn- 
gleich X in m lineare Factoren zerlcs'bar ist : denn, wenn einige 
dieser Factoren einander gleich sind , dann ist die Anzahl der 
verachiedenen Arten, die Gleichnng zu befriedigen, nothwendig 
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geringer als m. Dennoch haben es die Mathematiker aus for- 
malen Gründen vorgezogen, zu sagen, dass auch in diesem Falle 
die Gleichung m Wurzeln habe , und dass nur einige derselben 
einander gleich werden : diese Ausdrucksweise durften sie sich 
überall gestatten. 

2. 

Das bisher Besprochene wird in den Lehrbüchern der Algehra 
auf ausreichende Art bewiesen ; es verstösst auch nirgend gegen 
die mathematische Strenge. Doch scheint es, als ob die Analytiker 
etwas zu übereilt und ohne vorausgehenden gründlichen Beweis 
denjenigen Lehrsatz aufgenommen hätten, auf welchem sich fast 
die gesammte Lehre von den Gleichungen aufbaut, dass näm- 
lich eine jede solche Function wie X stets in m line- 
are Fact oren zerlegt werden könne, oder, Avas hiermit 
völlig übereinstimmt, dass jede Gleichung ///ten Grades 
wirklich w Wurzeln besitze. Da man bereits bei den 
Gleichungen zweiten Grades sehr häufig auf solche Fälle stiess, 
welche diesem Satze widersprachen, so waren die Algebraiker 
gezwungen, um jene Fälle -diesem Theorem unterordnen zu kön- 
nen, eine gewisse imaginäre Grösse zu ersinnen, deren Quadrat 
— 1 ist; dann erkannten sie, dass, wenn Grössen von der Form 

a-\- hy — 1 ebenso wie reelle zugelassen werden, der Lehrsatz 
nicht allein für Gleichungen zweiten Grades wahr sei , sondern 
auch für cubischo und biquadratische. Es Hess sich jedoch hieraus 
auf keine Weise folgern , dass durch die Zulassung von Grössen 

der Form« -f- h V — 1 jeder Gleichung fünften oder höheren Gra- 
des genügt werden könne, oder, wie man sich meistens ausdrückt, 
(obgleich ich diesen bedenklichen Ausdruck nicht giitheissen 

kann), dass die Wurzelnjeder Gleichung auf die Form a-\-hy — 1 
gebracht werden können. Dieser Satz unterscheidet sich dem 
Wesen der Sache nach in nichts von dem in der Ueberschrift 
angegebenen ; es bildet das Ziel der vorliegenden Abhandlung, 
einen neuen, strengen Beweis desselben zu geben. 

Uebrigens wurden seit jener Zeit, in welcher die Analytiker 
erkannten, es gäbe unendlich viele Gleichungen, die überhaupt 
nur Wurzeln besitzen, wenn Grössen der Form a -\- b V — l zu- 
gelassen werden, derartig erdachte Grössen als eine ganz beson- 
dere Grössenart, welche man zum Unterschied von den reellen 
Grössen imaginäre nannte, betrachtet und in die gesammte 
Analysis eingeführt. Mit welchem Hechte dies geschehen sei, 
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will ich hier niclit erörtern. — Meinen Beweis werde ich ohne 
jede Benutzung imaginärer Grössen diirchtuhreii; obschon auch 
ich mir dieselbe Freiheit gestatten könnte, deren sich alle neue- 
ren Analytiker bedient haben. 

a. 

Wenngleich dasjenige, was in den meisten elementaren .Schrif- 
ten als Beweis unseres Lehrsatzes angeführt wird, so halilos und 
s<t wenig streng erscheint, dass es kaum der Erwähnung werth 
i&t, so will icli doch, um keine Lücke zu lassen, mit wenigen 
Worten darauf eingehen. »Um zu beweisen, dass jede Gleichung 

oder X = 0 wirklich m Wurzeln besitze, unternimmt man es, 
zu zeigen, dass X 'mm lineare Factoren aufgelöst werden könne. 
Zu diesem Zwecke nimmt man lineare Factoren — a, x — (iy 
X — ... an, wo ((, fj, . . . noch unbekannt sind, und setzt 
das Product derselben der Function X gleich. Dann leitet man 
aus der Vergleichung der Coefficienten m Gleichungen ab, aus 
denen man die Uubekannten «, ß. /. . . . soll bestimmen können, 
da ja ihre Anzahl oleieli fff sei. 1 »uim nach der Elimination von 
m — 1 l iilickannteii nit^irln ( lue Gleichung, welche eine be- 
liebige Uuiiekanute allein entli;ilte.'< Um von allem übrigen, bei 
solcher Schlussfolgerung Tad 'In-werthen zu schweißten, frage 
ich nur, woher wir wissen können, dass die Schlussgleicliung 
wirklich eine Wurzel Ob es nicht eintreten künne, dass 

weder di(%-' r Schluss^leieliunir noch der vorgelegten irgend eine 
Grösse im gesammtcu Bereiche der reellen und imaginären Grös- 
sen genüge? Uebri?:--ens werden Sachkundige leicht erkennen, 
dass diese Schlussglcichung mit der vorgelegten nothwendiger- 
weise vollkommen identisch sein wird, falls diePiCchnung 
ordnungs^^emäss durchgeführt ist : denn nach der Elimination der 
Unbekannten ßy muss die Gleichung 

«"» + ^a«*- * + j^a'^-^-J- ... + Jlf = 0 

zum Vorschein kommen. Noch mehr über diese bckiussweise 

zu sagen ist nicht nothwendig. 

Einige Schriftsteller, welche wohl die Schv.acbe dieser Me- 
thode erkannt haben mögen nehmen es gewisscrmaassen als 
Axiom an, dass jede Gleichung wirklicli. wenn keine möglichen, 
80 doch unmögliche Wurzeln beäitze. Was sie unter möglichen 
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oder onmöglichen Grössen verstanden wissen woUen, haben sie 
wohl nicht klar genug auseinandergesetzt. Soll der Ansdrock 
mögliehe Grössen« dasselbe bedeuten wie reelle , »unmögliche« 
dasselbe wie imaginäre, dann darf jener Satz als Axiom keines- 
falls zugelassen werden, sondern er bedarf nothwendig eines 
Beweises. Doch scheinen die Ausdrflcke nicht in jenem Sinne 
genonmien zu sein; vielmehr möchte der Sinn des Axioms söge- 
fasst werden mttssen : »Obgleich wir noch nicht sicher sind, dass 
es nothwendig m reelle oder imaginäre Grössen giebt , welche 
irgend einer gegebenen Gleichung m ten Grades genügeu , so 
wollen wir dies doch zunächst annehmen; denn sollte es sich 
treffen, dass nicht so viele reelle und imaginäre Grössen gefun- 
den werden können, dann bleibt uns ja der Ausweg offen, zu 
sagen, die übrigen seien unmöglich.« Zieht man es vor, diesen 
Ausdruck zu gebrauchen, statt einfach zu sagen, die Gleichung 
habe in diesem Falle nicht so viele Wurzeln, so habe ich nichts 
dagegen ; jedoch wenn man dann mit diesen unmöglichen Wur- 
zeln so verfährt, als ob sie etwas Wirkliches seien, und belq^iels- 
weise sagt, die Summe aller Wurzeln der Gleichung ät^+JÜ^" ^ 
^ . . . = 0 sei = — Af obschon unmögliche unter ihnen sind, 
(das heisst eigentlich: wiewohl einige fehlen), so kann ich 
dies durchaus nicht billigen. Denn in solchem Sinne zugelassene 
unmögliche Wurzeln sind gleichwohl Wurzeln , und dann darf 
jener Lehrsatz ohne Beweis keinesfalls zugegeben werden ; fer- 
ner dürfte man dabei wohl auch fragen, ob nicht Gleichungen be- 
stehen können, welche nicht einmal unmögliche Wurzeln haben.*) 

•) Unter eiuer imaginaieu Grüsso verstehe ich hier immer eine in 

der Form a -j-^)/ — 1 cntlialtene Grosse, solange b nicht = 0 ist. In 
diesem Sinuc ist jener Ausdruck vou allen Mathematikern ersten Ran- 
ges stets angenommen worden ; und, wie ich glaube, darf mau denen 

nicht folgen, welche die Grösse a-i-b y — 1 nur dann imaginär nen- 
nen wollten, wenn a = 0 ist, uomöglich jedoch, wenn a nicht gleich (i 

ist; denn diese Untt-rseheidun^- i-t ^\pder nothwendig uoeh von irgend 
welchem Nutzen. Sollen imaginäre Grüsseu iil)erhau|)t in der Ana- 
lysis beibelialten werden, (was aus mehreren Gründen, welche freilich 
hinlänglich sicher gestellt werden müssen« richtiger erseheint, als sie 
zu verwerfen, , dann müssen sie nothwendiger Weise fiir ebenso möix 
lieh wie die reellen Grüssen irelten ; de^lialb ni/Udite ieli i'eelle und 
imaginäre unter der gemeinsamen IJezeichnuni^ \on möglichen 
Grössen umfassen; unmöglich würde ich dagegen eine Grösse 
nennen, welche Bedingungen zu genügen hatte, denen auch nach Zu- 
laasung imaginärer Grössen nicht genttgt werden kann ; so also, dasB 
, <M*Mr Ausdruck dasselbe bedeutet, als wenn man sa;;t. dass eine 
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4. 

Bevor ich die Beweise durchgehe, welche andere Mathema- 
tiker von nnserem Lehrsatee geliefert hahen , und angehe , was 
mir in den einzelnen nicht einwarfsfrei erscheint, bemerke ich, 
dass es genUgt , wenn nnr gezeigt wird, dass jeder Gleichnng 
eines beliebigen Grades 

oder X= Of (wo wir die Coefificienten ... M als reell 

annehmen], mindestens anf eine Art dnrch einen Werth des x 

von der Form a + V — i genügt werden kann. Es ist näm- 
lich bekannt, dass X dann durch den reellen Factor zweiten 
Grades x*^ — 2ax-\- a^ + b^ theilbar ist, wenn b nicht s= 0 wird, 
und durch den reellen linearen Factor x — wenn 5 = 0 wird. 
In beiden Fällen wird der Quotient reell und von geringerem 
Grade als X sein ; und da derselbe aus gleichem Grunde einen 
reellen Factor ersten oder zweiten Grades haben muss, so wird 
offenbar durch die Fortsetzung dieses Verfahrens die Function X 



aber nicht zulassen, dass man hierans eine ^anz besondere Grössen- 
art bilde. Wenn Jemand sagt, ein geiafHiiii^^es, ^leicliseitif^es und 
rechtwinkliges Dreieck sei uumüglich, su wird dem Niemand wider- 
sprechen. Will man dagegen ein solches unmögliches Dreieck als 
eine neue Dreieeksart betrachten und andere Dreieckseigenschaften 
auf dieses anwenden, so wird Jeder dies lächerlich finden I Das heisst 
mit Worten spielen oder vielmehr Missbrauch treiben. — Und doch 
haben auch schon die bedeutendsten Mathematiker Wahrheiten, welche 
die Möglichkeit der GrOssen, auf die sie sich beziehen, Toransaetzen, 
auch auf solche angewendet, deren Möglichkeit noch zweifelhaft war. 
W' nu ich es auch nicht leugne, dass derartige Freiheiten häufig nur 
die Form allein und gewissermaassen die Einkleidung der Sehluss- 
folgerungen betreffen , welche der Scharf bück eines wahren Mathe- 
matikers schnell durchschaut, so ist es doch richtiger und der Erhaben- 
heit der Wissenschaft würdiger, welche mit Recht als das vollkom- 
menste Beispiel von Klarheit und Sicherheit gerUlnnt wird, dass man 
solche Fieiheitrn entweder gänzlich verbannt, oder sie wenigstens 
sparsamer und nie anders benutzt, als da , wo auch minder Geübte 
erkennen können, dass die Sache , vielleicht zwar weniger kurz aber 
doch eben so streng, auch ohne jenes Hülfsmittel behandelt werden 
könne. — Uebrigens will ich nicht in Abrede stellen , dass das , was 
ich hi< r jearen den Missbrauch unmöglicher Grössen gesagt habe, in 
gewissem Sinne auch imaginären Grössen entgegengehalten werden 
kann. Doch behalte ich mir die Rechtfertigung dieser Einführung so« 
wie eine eingehende Auseinandersetzung dieser ganzen Sache für eine 
andere Gelegenheit vor. 
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.schliesslich in reelle Factoren ersten oder zweiten Grades zerlegt 
werden, oder, wenn man statt der einzelnen reellen Factoren zwei- 
ten Grades lieber je zwei lineare imaginäre verwenden will, in 
m lineare Factoren. 



Den ersten Beweis des Satzes yerdankt man dem berühmten 
Geometerc?'^/ew6er/: Recherclies snrlecalcul integral, Histoire 
de TAcad. de Berlin, Ann^e 174(>. S. 182 ff. Derselbe findet sich 

Bougaifiville, Traite du calcul intrgral, ä Paris 1754. S. 47ff, 
Die hauptsächlichen Punkte seiner Methode sind die folgenden. 

Zunächst wird gezeigt: Wenn irgend eine Function X der 
Veränderiiehen r für :z: s 0 oder fflr ^ = oo verschwindet and 
fUr einen reellen Werth von x einen nnendUch kleinen, reellen, 
positiven Werth annehmen kann, so wird sie für einen reellen 

oder unter der Form p-\- q V — 1 enthaltenen imaginärenWerth 
von X anch einen unendlich kleinen, reellen, negativen Werth 
annehmen kOnnen. Denn wenn Q den nnendiicb kleinen Werth 
von X und (o den entsprechendenWerth von x bedeutet, so soll 
sich wie behauptet wird, durch eine stark convergente Reibe 
a^2^ + + , . , ansdrflcken lassen, in welcher die 

Exponenten a, ß, rationale, beständig wachsende Grössen 
seien, welche folglich wenigstens in gewisser Entfernung vom An- 
fange positiv werden und alle Glieder, in denen sie vorkommen, 
unendlich klein machen. Gftbe es unter all' diesen Exponenten 
keinen, welcher als Bruch mit geradem Nenner auftritt, dann 
wurden alle Glieder dieser Reihe sowohl &ir einen positiven wie 
ffir einen negativen Werth von Si reell werden ; kämen jedoch 
unter jenen Exponenten Brüche mit geradem Nenner vor, so sei 
es klar, dass ftlr einen negativen Werth von Q die entsprechen- 
den Glieder in der Form p q V — 1 auftreten. Wegen der 
Convergenz der unendlichen Keihe genüge es aber im ersten 
Falle das erste , d. h. grösste Glied allein beizubehalten , im 
zweiten Falle brauche man nicht über dasjenige Glied hinaus- 
zugehen, welches zuerst ciiien Imaginären Theil liefert. 

Mittels ähnlicher Schltisse küuuo man zeigen, dass, wenn X 
durch einen reellen Werth von x einen unendlich kleinen ne- 
gativen Werth annchincii kann, jene FunctioTi dann auch einen 
unendlich kleinen positiven Werth annehnien könne, indem man 
dem X entweder einen reellen oder einen imaginären Werth der 

Form p+qV — 1 gebe. 



5. 
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Hieraus wird weiter geschlosscu. dass es im ersten Falle 
einen negativen, im zweiten einen positiven endlichen Werth gebe, 

den X ftir einen in der Form p ^ g V — \ enthaltenen imagi- 
nären Werth von x annimmt. 

Wenn folglich X eine derartige Fnnction von x ist, dass sie 
fftr den reellen Werth e von x den reellen Werth I ^ anninunt, 
und ausserdem fUr einen reellen Werth Yon x auch einen reellen 
Werth, der nur unendlich wenig grösser oder kleiner als V ist, 
so könne dieselbe auch einen um eine unendlich kleine nnd dann 
aneh nm eine endliche Grösse geringeren bez. grösseren Werth 

als F* annehmen fttr einen gewissen unter der Form p-\-q V — 1 
stehenden Werth Ton x. Dies folgt sofort aus dem Vorangehen- 
den, wenn man fQr X einsetzt V-^ Y und ebenso t^t Xy t> 4- y • 

Findlich behauptet (T Alcmhcrf das Folgende ; Wenn X ir- 
gend ein Intervall zwischen zwei reellen Griissen i?, vollstän- 
dig durchlaufen kann, (d.h. wenn X die Werthe jK, S sowie alle 
reellen zwischen ihnen liegenden Werthe annehmen kann), in- 
dem man dem .r stets Werthe von der Form p -\- q V — \ giebt, 
dann könne die Function X noch um jede reelle endliche Grösse 
vermehrt oder vermindert werden, (je nachdem ^S ^i^oder 

A' <; R ist) , während x stets die Form p q V — 1 behält. 
Gäbe es nämlich eine reelle Grösse U (derart, dass S zwischen 
r^und M liegt , weicher X für einen solchen Werth x nicht 
gleich werden kann, so müsste es nothendigerweise ein Maxi- 
mnm von X geben (nämlich dann, wenn *S'>i2; ein Min im um, 
dagegen» wenn ^'<C ^ ist), etwa T, welches durch einen Werth 

p + q y — i von X noch erreichbar ist; dann aber könne dem 
X kein Werth von ähnßcher Form beigelegt werden, welcher die 
Fnnction X nm das Mindeste noch näher an {7 heranführt. Wenn 
man nnn in der Oleichnng zwischen X nnd x x ttberall 

p -\- q V — 1 einträgt nnd darau f sow ohl den reellen Theil als 

denjenigen, welcher den Factor V — I besitzt, nach Weglassung 
dieses letzteren gleich Null setzt, so könne man aus den beiden 
entstehenden Gleichungen, (in denen;;, q und X nebst Constanteu 
auttreten j , durch Elimination zwei andere herleiten , in deren 
einer sich ^i, X und Constanten finden, während die andere von 
j) frei ist und nur q, X und Constanten enthält. Da aber X 
fiir reelle Werthe von p, q alle Werthe von R bis S durchläuft, 
so müsse nach dem Vorhergelienden X" dem Werth U noch ge- 
nähert werden können, wenn man den p^ q Werthe a + y V — 1 > 
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ß -j_ dV — 1 ertheilt. Dies gäbe x=^a — d + (y-f V — 1 , 

d. h. wiederum einen Werth von der Form p + qV — 1 gegen die 

Voraussetzung. 

Wird jetzt X als eine Function der Form x"* Ax'^^~^ 
+ J?«"*""^ _j_ . . . _j_ 3/ vorausgesetzt, so sieht man leicht ein, 
dass dem x solche reellen Werthe ertheilt werden können, ver- 
möge deren X irgend ein vollständiges Intervall zwischen zwei 
reellen Werthen durchläuft. Deshalb kann x auch einen solchen 

Werth der Form^ -\- q V — 1 annehmen, welcher X=0 macht. 
W. z. b. w.*) 



6. 

Die gegen den (f Alemberf sehen Beweis etwa möglichen 
Einwände dürften auf das Folgende hinauslaufen. 

1. ^Alembert hegt keinen Zweifel an der Existenz der 
Werthe von x, denen gegebene Werthe von X entsprechen; 
er setzt dieselbe voraus, und sucht nur die Form jener 
Werthe auf. 

So schwerwiegend an sich dieser Vorwurf auch ist, hier be- 
zieht er sich nur auf die Ausdrucks weise, und diese kann leicht 
so verbessert werden, dass er gänzlich hinfällig wird. 

2. Die Behanptimg:, dass Q stets durch eine derartige Reihe 
ausgedrückt werdeu könne, wie angenommen wird, ist sicher 
falsch, wenn X auch irgend welche transcendente Function be- 
deuten darf, (was d'Alembert mehrfach betont). Dies Ist z. B. 

1 1 
hei X ex oder bei x == ^ klar. Wenn wir aber den Be- 
log X 

weis auf den Fall beschränken, in welchem X eine algebraische 
Function von x ist , was für unseren Zweck ausreicht, dann ist 



Es mag bemerkt werden, dass ^Alemberi in seiner Darlegung 
dieses Beweises geometrische Betrachtungen anwendet, indem er a 

als Abscisse, r m!s Ordinate einer Cnrve ansieht, was j^-anz der Sitte 
aller Mathematiker aua der ersten II;i!ft<^ diesem Jahrhunderts gemäss 
ist, denen die Bezeichnung der Functiuuen weniger geläutig warj. Da 
sieh aber alle jene Schlttase im Wesentlichen nicht auf geometrische, 
sondern auf rein analytische Grundsätze stützen, und möglicherweise 
die etwas gewagten Ausdrücke imaginäre Curve«, > imaginäre Ordi- 
natcncf den heutip:en Leser befremden können, so zog ich liier eine 
rein analytische Form der Darstellung vor. Ich füge dieae Aumer- 
kuug bei, damit Niemand bei der Vergleichung des et Ahmhert' Bchen 
Beweises mit dieser gedrängten Auseinandersetzung auf den Ver- 
dacht gerathen milchte, es sei etwas Wesentliches verändert worden* 
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die Behauptung völlig richtig. — Uebrigens führt crAlemhert 
nichts zur Bekräftigung seiner Annahme an : Bougamcille setzt 
voraus, X sei eine algebraische Function von x , und empfiehlt 
zur Aufstellung der Reihe das Newton Parallelogramm. 

3. , Die unendlich kleinen Grössen werden in freierer Weise 
benutzt, als es mit der mathematischen Strenge verträglich ist, 
oder als es wohl zu unserer Zeit, (wo jene Grössen mit Kecht 
misstrauisck angesehen werden), ein vorsichtiger Analytiker 
erlauben würde; ebenso ist der Sprung von einem unendlich klei- 
nen zu einem endlichen Werthe von nicht klar genug aus- 
einandergelegt. Die Behauptung, dass Q. auch irgend welchen 
endlichen Werth erhalten krmno. darf wohl nicht aus der Mög- 
lichkeit eines uuendlich kleinen Werthes von ü. erschlossen wer- 
den; dieselbe folgt vielmehr daraus, dass bei einer hinreichend 
kleinen Grösse Q wegen der starken Convergenz der Reihe die 
Annäherung an den wahren Werth von (<* mit der Anzahl der 
beibehaltenen Glieder wächst: oder dass der (Gleichung, welche 
die Beziehung zwischen w und ß bezw. x und X liefert, um so 
schärfer genügt werde, je mehr Glieder man, um e> zu erhalten, 
vereinigt. Diese ganze Schlussweise erscheint aber zu unbe- 
stimmt, als dass irgend eine strenge Folgerung aus ihr ge- 
zogen werden könnte; ausserdem bemerke ich noch, dass es 
wirklich Reihen giebt. welche stets divergiren, wie klein auch 
der Werth der Grosse sei, nach deren Potenzen die Ent- 
wickelung stattfindet, derart, dass man bei hinlänglich weitem 
Fortschreiten zu Gliedern gelangt, die grösser sind als jede be- 
liebige gege'iene Grosse,*! Dies tritt ein, wenn die ('oefücienten 
der Reihe vuw hy})( r^rometrische Reihe bilden. Deshalb hätte 
iiothwendigerweise ge;'i'iort werden müssen, dass im vorliegenden 
Falle eine solche hypergeometrische Reihe nicht auftreten kann. 



*] Beiläufig will ich bei dieser Gelegenheit bemerken, dasfl zu 
die^^eii Reihen überaus viele gehören, welche beim ersten Anblick 
stnik converirent zu sein sclieinen, z. B. der grösste Theil derjenigen, 
welche Euler im zweiten Theile seiner Inst. Calc. Di ff. Cap. VI. 
dazu benutzt, die Summe anderer Reihen so genau als möglich anzu- 
geben ; S. 441—474 (die übrigen Reihen S. 475—478 kdnnen wirklich 
convergiren.) Es ist dies, soviel ich weiss, bisher von Niemandem be- 
merkt worden. Deshalb ist es iibernns wünschensworth, klar und 
streni,' zu zeigen, warum derartige Reihen, die zuerst sehr stark, dann 
iumier schwächer und schwächer convergiren, und eudiich mehr uud 
mehr divergiren, trotzdem die Summe njwezu ^nau liefern, falls nur 
nicht zu viele Glieder genommen werden; und in wie weit eine solche 
Summe mit Sicherheit für richtig angenommen werden darf. 
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Uebrigens glaube ich, dass d'Alembert hier nicht mit Recht 
zu uneDdlichen Reihes seine Zuflucht genommen hat, da diesel- 
ben wenig geeignet erscheinen, diesen fundamentalen Lehrsatz 
der Theorie der Gleichungen zu begründen. 

4. Aus der Annahme, X könne den Werth S aber nicht den 
Werth U erhalten, folgt noch nicht, dass zwischen S und U ein 
Werth Tliegen müsse, den X erreichen aber nicht ftberschreiten 
kann. Hier ist ein Fall übersehen : es wäre nämlich noch mOg- 
lieh, dass zwischen S und U eine Grenze gelegen ist, welcher 
sich X beliebig nähern kann , ohne sie jedoch je zu erreichen. 
Aus den roniTAletnhert angeführten Gründen folgt nur, dass X 
jeden Werth, welchen es erreicht, noch um eine endliche GrOsse 
überschreiten kann. Wenn es also etwa = jS' wird, so kann es 
noch um eine endliche Grösse ü rennehrt werden; dann kann 
ein neuer Zuwachs hinzutreten , dann eine weitere Vermeh- 
rung ß' u. s w. Es giebt aber keinen letzten Zuwachs, so viele 
auch immer schon hinzngefttgt sind, sondern es kann stets noch 
ein neuer hinzutreten. Allein obwohl die Anzahl der mög- 
lichen Vermehrungen unendlich ist, so kann es doch wirklieh 
Yorkommen, dass bei bestänffiger Abnahme von u. s. w. 

die Summe + ß + ß' + ß" + . . . eine gewisse Grenze nie- 
mals erreicht, so viele Glieder auch genommen werden. 

Dieser Fsll kann zwar nicht eintreten , wenn X eine ganze 
algebraische Function von x bedeutet, doch muss jene Methode 
ohne den Beweis, dass dies nicht geschehen könne, für unvoll- 
ständig erklärt werden. Ist aber X eine transcendente oder auch 
nur eine gebrochene algebraische Function, dann kann jener 
Fall allerdings eintreten, z. B. stets, wenn irgend einem Werthe 
von X ein unendlich grosser Werth von x entspricht. Dann wird 
wohl die d' Alemberfsohe Metbode nicht ohne grosse Umwege 
und in gewissen Fällen vielleicht überhaupt nicht auf unzwei- 
felhafte Grundlagen gestützt werden können. 

Aus diesen Gründen vermag ich den d*Aiefnb er fachen Beweis 
nicht für ausreichend zu halten. Allein das verhindert nicht, dass 
mir der wahre Nerv des Beweises trotz aller Einwürfe unberührt zu 
sein scheint; icliglaube nicht nur, dass man auf dieselben Grund- 
lagen (freilich in ganz verschiedener Weise oder doch wenigsteus 
mit grösserer Umsicht) einen strengen Beweis unseres Satzes auf- 
bauen, sondern auch, dass man von ihnen aus Alles ableiten kann, 
was sich für die Theorie der tr ans c e ml e u t e ii Gleichungen nur 
wünschen lässt. Diesen wichtigen Punkt werdeich bei anderer Ge- 
legenheit ausführlich behandeln. Vgl. inzwischen weiter unt. §24. 
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7. 

Nach (f Aloiihcrt veröffentlichte Etiler seine Untersuchun- 
gen über denselben (Gegenstand K e c h e r c h e s s u r 1 e s r .i c i - 
n t' ^ i Ol ;i g 1 11 a i r e s des t' q u a t i o ik> , II i s t. de 1" A c a d. de 
Berlin A. 8. 22H ff. Er giebt hier zwei Methoden; das 

Wesentliche der ersten besteht in Folgendem. 

Zunächst versucht 7>V//r;' zu beweisen, dass, wenn ju eine Po- 
tenz von 2 bedeutet, die Function x^^'^ -j- Bx'^^~'^ 4- Cx'^^^"^ 
M = X, in welcher der Coefficient des zweiten Glie- 
des = 0 ist, stets in zwei reelle Factoren zerlegt w erden könne, 
in denen x bis zum in ten Grade aufsteigt. Zu diesem Zwecke 
nimmt er zwei Factoren an 

in denen die ( oeflicienten w, a, ^-i^ ... Ä, ... noch unbekannt sind, 
und betzt ihr Prodiict der Function X gleich. Die Vergleichung 
der CoefBcienten liet'ert 2 m — 1 Gleichungen, und es ist offen- 
bar nur der Beweis zu liefern, dass den Unbekannten «, ß, 
... Ä, //. ... , deren Anzahl auch 'Im — 1 ist, solelie reellen 
Werthe beigelegt werden können, dass jene Gleichungen befrie- 
digt werden. Nun wird zuerst u als bekannt angesehen, so dass 
die Anzahl der Unbekannten um eine Einheit geringer ist, als 
die Anzahl der Gleichungen. Verbindet man diese in passender 
Weise nach den bekannten algebraischen Methoden miteinander, 
bü Ivann man, wi<' EuJer behauptet, alle a, ß, - . . A, ratio- 
nal und ohne Wurzelausziehung durch u und die Coefficienten 
C\ ... ausdrücken; somit erhält man reelle Werthe, falls u 
reell wird. Andererseits jedoch können alle ß, p?, .. A, 1/, ... 
eliminirt werden, dass eine Gleichung 6^= 0 entsteht, wo U 
eine ganze Function allein von u und den bekannten Coefficien- 
ten wird. Diese Gleichung nach der gewöhnlichen Eliminations- 
Methode wirklich aufzustellen, würde ungeheure Arbeit kosten, 
wenn die vorgelegte Gleichung X = 0 von einige rmaassen ho- 
hem Grade ist; für unbestimmten Grad möchte es, nach Eulef% 
eigenem Urtheile, S. 23U, ganz unmöglich sein. Aber hier ge- 
nügt es, eine Eigenschaft jener Gleichung zu kennen, dass näm- 
lich das letzte Glied in U, welches die Unbekannte u nicht ent- 
hält, negativ sein muss. Hieraus lässt sich bekanntlich folgern, 
dass die Gleichung mindestens eine reelle Wurzel besitzt, oder 
dass M and weiterhin also auch /i, ... A, ... wenigstens auf 
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eine Art reell bestimmt werden können. Jene Eigensckaft nun 
lässt sich durch die folgenden üeberlegnngen darthun. Wenn 
— M:2:"»-i-|-aa;'«-2 -|_ . ..alsFactor der Function X vorans- 
gesetzt wird, so mnss u die Summe ▼onm Wurzelnder Gleichung' 
X= 0 werden ; so oft man also aus 2 m Wurzeln m herausgreifen 
kann, so viele Werthe rnnss u haben^ d. h.naeh den Grundregeln 

der Combinationarechnung z — r — 

Ich übergehe den leichten Beweis dafür , dass diese Zahl stets 
ungeradmal gerade wird; wird sie also = 2k gesetzt, so ist die 
Hälfte k ungerade. Die Gleichung U— 0 erhält den Grad 2 k. 
Da aber in der Gleichung X = 0 das zweite Glied fehlt , so ist 
die Summe aller 2 m Wurzeln gleich 0: folglich muss, wenn die 
Summe vonm derselben gleich + p wird, die »Summe der übri- 
gen — p sein, d. h. wenn -(- /; zu den Werthen von u gehört, 
dann gehört aiieh — p zu denselben. Hieraus schliesst Etiler, 
U sei das Product aus /• quadratischen Factoren der Form 
fii — p2^ yi — qi f^-i — ;.2^ wobei -\- p, — Pj -\- ^J> </• • • ■ 
sämmtliche '2k Wurzeln der Gleicliung C/= 0 geben. Es muss 
folglich, weil dieAnzalil dieser Factoren ungerade ist, das letzte 
Glied von gleich dem nui negativen Zeichen versehenen Qua- 
drate des Products pqr ... sein. Dieses Troduct //qr ... lässt 
sicli stets aus den Coefficienten B, O, ... rational bestimmen; es 
wird lolglicli eine reelle Grösse, und das mit negativem Zeichen 
behaftete Quadrat desselben daher sicherlich eine negative Grösse 
werden. W. z. b. w. 

Da diese beiden reellen Factoren von X den (irad ?n lia)>eu, 
und m eine Potenz von '1 ist, so kann jeder von ihnen ans glei- 
chen Gründen wieder in zwei reelle Factoren des Grades ^tn 
zerfällt werden, und da mau durch wiederholte Halbierung der 
Zahl m endlich auf die Zahl 2 kommt, so kann man olfenbar 
durch die 1 ortsetzung dieser Operation endlich X in reelle Fac- 
toren zweiten Grades zerlegen. 

Liegt jedoch eine Function vor, in welcher das zweite Glied 
nicht fehlt, etwa x'^"" + J .r'^"'- ' -f- Bx'^'"'^ _|- . . . 1/ wo 
auch jetzt %m eine Potenz von 2 bedeutet, so geht diese durch 

die Substitution x = u — - — in eine ähnliche Function ohne 

^ 2»! 

zweites Olied über. Hieraus lässt sich leicht scUiessen , dass 
aach jene Fnuction in reelle Factoren zweiten Grades zerleg- 
bar sei. 
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Ist endlieh eine Fnnetion nten Grades vorgelegt, wo n keine 
Potenz Ton 2 bedentet, dann sei die nächst hdhere Potens yon 
2 gleich 2 m ; die vorgelegte Fnnetion werde dann mit 2 m — n 
beliebigen reellen Factoren ersten Grades mnltiplicirt. Ans der 
Zerlegbarkeit dieses Products in reelle Factoren zweiten Grades 
schliesst man leicht, dass auch die vorgelegte Fnnetion in redle 
Factoren zweiten oder ersten Grades zerlegbar sein mttsse. 

8. 

Gegen diesen Beweis Iftsst sieh einwenden : 

1 . Die Regel, gemäss welcher Euier schliesst, aus 2m — t 
Gleichnngen mit 2m — 2 Unbekannten a, fi, . . . k, jn, ... Hessen 
sich alle rational bestimmen, ist durchaus nicht allgemein, son- 
dern bie lässt sehr häutig Ausnahmen zu. Wenn man z. B. in § 3 
irgend eine der Unbekannten als bekannt ansieht, und die übri- 
gen durch diese und durch die gegebenen Coefficienten rational 
auszudrücken versucht, so wird man leicht finden, das sei un- 
möglich ; keine der Unbekannten könne anders als durch eine 
Gleichung — 1) ten Grades bestimmt werden. In diesem Falle 
lässt sich freilich von vorn herein erkennen, dass es nothwendig 
so kommen musste ; doch könnte man mit Recht tragen, ob es 
sich nicht für einige Werthe von m im vorliegenden Falle eben - 
so verhalte, so dass die Unbekannten ^J. ... '/., k. .. . aus 
B, C\ ... nur durch Gleichungen von vielleicht höherem als 
dem 2mtenGrade bestimmt werden können. Für den Fall dass 
X = 0 vom vierten Grade ist, ^\ahi Euh'r die rationalen Werthe 
der Coefficienten durch // und die gegebenen Coefficientcn an; 
dass dies aber auch bei allen höheren Gleichungen möglich sei, 
bedurfte unbedingt einer eingehenden Darlegung. — Uebrigens 
scheint es der Mühe werth zu sein, jene Formeln, welche . 
rational durch «, B, C\ . . . ausdrücken, tiefer und ganz allge- 
mein zu uiitersuchen. Hierüber und über weitere zur Theorie 
der Elimination gehörige Gegens>täude, einen nicht im mindesten 
erschöpften Gegenstand, gedenke ich mich bei einer anderen 
Gelegenheit ausführlicher zu verbreiten. 

2. Selbst wenn aber bewiesen wäre, dass für jeden Grad der 
Gleichung X = 0 Formeln gefunden werden können , welche 
a, ^y, ... I«, ... rational durch w, j?, C, ... ausdrücken, so 
steht es doch fest, dass für gewisse bestimmte Werthe der Coef- 
ficienten By C, . jene Formeln unbestimmt werden können; 
dann ist es nicht allein unmöglich, jene Unbekannten rational 
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dnroh Bj C, ... darzastellen , sondern es giebtln Wahrheit 
auch Fülle, in denen einem reellen Werthe von u keine reellen 
Werthevon a, ^, . .. ... entsprechen. Znr Bestätigung dieser 

Behauptung verweise ich der Kürze halber den Leser anf die 
jB^u^sche AhhandluDg selbst, in welcher S. 236 die Gleichung 
vierten Grades ansffthrlieher behandelt ist. Hier sieht Jeder 
sofort, dasB die Formeln fSr die Coeffioienten c;, ^V, . . . unbestimmt 
werden, wenn (7=0 ist, nnd fittr u der Werth 0 genommen wird; 
ferner dass die Werthe derselben nicht allein ohne Wnrzelans- 
ziehnng mcht angegeben werden kOnnen, sondern dass sie, falls 
ß2 — 42> negativ ist, nicht einmal reell sind. Freilich hat in die- 
sem Falle II noch andere reelle Werthe, denen reelle Werthe von 
of, entsprechen , wie man leicht erkennt: doch konnte man 
fürchten, dass diese Beseitigung der Schwierigkeit, [welche Euler 
überhaupt nicht berührt), bei höheren Gleichungen viel grossere 
Mühe kostet. Jedenfalls darf diese Frage bei einem genauen 
Beweise durchaus nicht mit Stillschweigen flbergaiij^^en werden. 

3. Euler setzt stillschweigend voraus, die Gleichung A' = o 
besitze 2??? Wurzeln, luid er setzt die Summe derselben = 0. 
weil d;?s zweite Glied in feldt. Wie ich eine solche Freiheit 
beurtheile, deren sich alle algebraischen Schriftsteller bedienen, 
habe ich schon oben § 3 auseinandertresetzt. Die Annnhrac. dass 
die Summe aller Wurzeln einer Gleichung dem ersten Topflicien- 
ten mit geändertem Zeichen gleich sei , lässt sich nur auf Glei- 
chungen anwenden, welche Wurzeln haben; da nun aber durch 
diesen Beweis selbst unumstösslich dargethan werden soll, dass 
die Gleichung X = 0 wirklich Wurzeln habe, so scheint es nicht 
erlaubt, die Existenz derselben vorauszusetzen. Olme Zweifel 
werden diejenigen, welche das Trtlgerische der »Schlussweise 
noch nicht durchschaut haben, die Antwort geben, hier solle 
nicht bewiesen werden, d.*iss der Gleichung A ' = 0 
genügt werden könne, denn der Ausdruck, sie hbe Wur- 
zeln, will nichts anderes sagen), sondern nur, dass ihr 
durch Werthe von die in der Form a -f- b\' — 1 auf- 
treten, genügt werden kdnne; j enes werde alsGrund- 
satz vorausgesetzt. D a ma n sich aber ausser reellen und 

imaginftren Grdssen a + h V — 1 keine anderen GrOssen-Formen 

vorstellen kann, so ist es nicht ganz klar, worin sich das, was 
bewiesen werden soll, von dem unterscheidet, was als Grundsatz 
angenommen wird; ja sogar, wenn es möglich wäre, noch andere 
Grösseu-Formen auszudenken, etwa die Formen 
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so dflrfte doch Biclit ohne Beweis sagestanden werden, dass 
jener Gleichung entweder durch einen reellen Werth von « genttgt 
werden könne, oder durch einen von der Form a ^ h V — 1^ 
oder von der Form oder u. s. w. Deswegen kann jener 
Grundsatz nur folgenden Sinn haben : Jede Gleichung kann be- 
friedigt werden entweder durch einen reellen Werth der Un- 
bekannten, oder durch einen imaginären der Form a 4- ^ V — l, 
oder vielleickt durch einen Werth von anderer noch unbekann- 
ter Form, oder durch einen Werth, der überhaupt unter keiner 
Form enthalten ist. Wie aber solche Grossen, ttber die wir uns 
nicht einmal eine Vorstellung bilden können — wahre Schatten 
von Schatten — sumrairt oder multiplicirt werden sollen, das 
lässt sich bei der in der Mathematik stets geforderten Klarheit 
sicher nicht verstehen*). 

Uebrigens will ich die Richtigkeit der Schlüsse, wek'he Eider 
aus seiner Annahme zieht, durch diese Einwürfe nicht im min- 
desten verdächtigen ; es steht fltr mich vielmehr fest, dass durch 
eine weder schwierige, noch von der Etder'schQü sehr verschie- 
dene Methode dieselben so bewiesen werden können , dass Nie- 
mandem auch nur der geringste Zweifel bleiben kann. Ich tadle 
nur die Form, welche zwiiv bei der Auffindung neuer Wahr- 
heiten von grossem Nutzen sein kann , aber bei der Veröffentli- 
chung von Beweisen nicht gestattet werden darf. 

4. Euler fiüirt überhaupt nichts zur Begründung der Be- 
hauptung an, dass das Product/j^r ... durch die Coefficienten 
in X rational bestimmt werden könne. Alles, was er hier- 
über bei Gleichungen vierten Grades auseinandersetzt, ist 
Folgendes : (hier sind a, b, C. b die W^urzeln der vorgelegten 
Gleichung .r< -f- Bx'^ Cx D^O) 

»Man wird mir ohne Zweifel einwerfen, ich hätte hier vor- 
ausgesetzt, dass die Grösse pqr reell und ihr Quadrat p-q-r- 
positiv wäre; dies war noch zweifelhaft, da die Wurzeln a,b,C,i) 

*) Diese ganze Sache wird durch eine andere Untersuchung, welche 

demnächst veröffentlicht werden wird, ins rechte Licht gesetzt; ich 
hätte dort bei einem weit verschiedenen, aber doch analogen Oeo^en- 
stande mir diirciiaus mit demselben Reciite eine ähnliche Freiheit 
nehmen können, wie es hier bei den Gleichungen alle Analytiker ge- 
than haben. Obwohl ieb aber mit Hülfe solcher Annahmen die- Be- 
weise melirerer Sätze mitwenigen Worten hätte abthun können, welche 
ohne dieselben k r ht scliwierig werden und die feinsten Hülfsmittel 
fordern, so zofz; ich es docli vor, jene Annahmen völlig bei Seite zu las- 
sen; und icli hoffe, dass ich nur Wenige zufriedengestellt hätte, wäre 
ich der Methode der Analytiker gefolgt. 

Ostwald*« KlMBiker. 14. 2 
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imaginftr vareii, und es wohl eintreffen könnte, das« das Quadrat 
der aus ihnen znaammengesetzten Grösse pqr negaür wäre. Hier- 
auf antworte ieh, dass dies niemals eintriä ; denn welche imagi- 
n&re Grössen die Wurzeln o, h, c, b auch sein mögen, so weiss man 
doch,da88 0 -f- b H- c+b=0; ab +ac+flb + Bc-|- bb + cb 
= jB; abc+ abb + acb + bcb = — C*); abcb = J9 sein 
wird, wo diese Grössen (7, i> reell sind. Da aber /i ^ a+b, 
y = 0 + c, r = a + b ist, so wird ihr Prodnet j>^r = (a -j- 6) 
(a + c) (a 4- b)» wie man weiss, durch die Grössen JÜ 
darstellbar und wird folglich reell sein ; dies haben wir auch 
wirklieh bei p = — C und p^q^r^ = gesehen. Ebenso 
wird man leicht erkennen , dass hei höheren Gleichungen das- 
selbe stattfindet : von dieser Seite her könnte man mir also keine 
Einwendungen machen. a Die Bedingung, dass das Product pqr 
... rational durch BjC, ... bestimmt werden könne , fflgt 
Euler nirgend hinzu, wiewolil eres stets stillschweigend anzuneh- 
men scheint, da seine Folgerungen sonst keine Beweiskraft hät- 
ten. Nun ist es Ja richtig, dass, wenn man bei den Gleichungen 
vierten Grades das Product (a + b) (a + c) (a + b) entwickelt, 
aMtt + b + C + b) -h obc -h obb + ccb 4- beb = — C er- 
halten wird, doch ist es nicht ohne weiteres klar, wie bei allen 
Gleichungen höheren Grades das Product rational durch die Co- 
efficienten bestimmt werden kann. De Foncenex nahm dies zu- 
erst wahr (Miscell. pkiL math. soc. Taurin. T. I. p. 117); 
dabei bemerkt er mit Recht, dass ohne strengen Beweis dieser 
Voraussetzung die Methode alle Beweiskraft verliere ; er gesteht 
femer ein , dass ihm derselbe recht schwer erscheine , nnd er 
giebt einen Weg an, den er vergeblich eingeschlagen habe^}. 
Gleichwohl lässt «ich die Sache ohne Schwierigkeit durch fol- 
gende Methode erledigen, deren Kernpunkt ich hier nur aaden- 
ten kann : Obsehon es bei den Gleichungen vierten Grades nicht 
völlig klar liegt, dass das Product (o + bj (a H- c) (a H-b) durch 
die Coefficienten B, C, D darstellbar sei, so erkennt man doch 
leicht, dass dasselbe Product auch = (b + a) (b + c) (b -f- b), 
femer = (c + q) (c + 1)) + , endlich = (b + a) [b-hb) (b + cj 



♦) J^M^er schreibt irrtiiümlicli C; deshalb setzt er auch später un- 
richtig pqr = C. 

**) Bei dieser Auseinandersetzung scheint sich S. 118, Z. 5 einlrr- 

thuui eingeschlichen zu hal)cn. An8telle von p (»»man wählte nur die- 
jenigen, in welche p ein','-ii)^'- etc 0 mnss treten: «ebenfalls ii-treiid 
eine Wurzel der vorgelegten Gleichung« oder etwas Aehu- 
liches; denn jenes hat keinen Sinn. 
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sei. Folglich wird das Product 9^ r der vierte Thoil der Summe 
ia 4- b) (a + c) (a -f- b) + (b -j- a) (b -f- c) (b + b) 
4- (c + a) (c + b) (c 4- b) H- (b -f- a b 4- b; ib + c) , 
welche bei ihrer Entwickeliing eine ganze rationale Function der 
Wurzeln a, b, C. b wird, und zwar eine solche, welche wie man 
leicht von vorn herein erkennt, alle Wurzeln in ;?bicher Weise 
enthält. Derartige Functionen lassen sich stets rational durch 
die Coefficienten der Gleichung mit den Wurzeln a, b, c, b aus- 
drücken. Dasselbe wird auch ersichtlich, sobald man das Pro- 
duct pqr unter die folgende Form bringt: 

i(a-hb — c — b) .i(a + c— 6 — b) .i(a4-b — b — c); 

es lässt sieh leicht von vorn herein erkennen, dass bei der Ent- 
vickelnn^ dieses Products alle Wurzein a. b, c, b, in gleicher 
Weise auftreten werden. Ein Kundiger wird hieraus leicht er- 
kennen, wie dies auf höhere Gleichungen angewendet werden 
muss. — Die yollstftndige Auseinandersetzung dieses Beweises, 
den die Efirze hier dnrchzuftlluren nicht erlaubte , spare ich mir 
zugleich mit einer ausführlichen Behandlung der Functionen, 
welche mehrere Veränderliche in derselben Weise umschliessen, 
flHr eine andere Gelegenheit auf. 

Ich bemerke übrigens, dass man ausser diesen vier Einwtlr- 
fen im Euler'nektu Beweise noch einiges andere Angreifbare 
findet; doch übergehe ich dies mit Stillschweigen, um nicht 
etwa als gar zu scharfer EMtiker zu erscheinen, znmal da das 
Vorangehende bereits hinlftn^ich zeigt, dass der Beweis, wenig- 
stens in der von Bukr Yorgelegten Form, keinesfalls flQr aus- 
reichend angesehen werden kann. 

Später gab Euier noch einen anderen Weg an, um den Lehr- 
satz fflr Gleichungen, deren Grad keine Potenz yon 2 ist, auf 
die Lösung solcher Gleichungen znrllckzuftthren, bei denen dies 
zntrifit; da aber diese Methode Aber die Gleichungen, deren Grad 
eine Potenz von 2 ist, keine Auskunft giebt und überdies allen 
firttheren Einwürfen ausser dem vierten ausgesetzt ist, genau wie 
der erste allgemeine Beweis, so ist es nicht nötliig dieselbe hier 
ausführlicher auseinanderzusetzen. 

9. 

In derselb'en Abhandlung bemüht sich Eulcr, S. 263, unse- 
ren Satz noch auf einem anderen Wege zu beweisen. Hiervon 
ist der wesentliche Inhalt folgender: Bis jetzt konnte zwar der 
analytische Ausdruck der Wurzeln einer gegebenen Gleichung 

2* 
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a:**4-^a:"~*4-^^"''^4--==<* ^»oc^i nicht gefunden werden, 
wenn ^ 4 ist ; doch scheint es, wie Euhr versichert, festzn- 
stehcD, d«88 derselbe nichts anderes enthalten kann , als arith- 
metische Operationen und Warzelaosziebungen , die freilich um 
so verwickelter ausfallen, je gr((sseri} ist. Wird dies zngegrehen, 
dann zeigt £ii/er aufs beste, dass, so verwickelt auch die Wurzel- 
zeichen auftreten» doch die Formeln stets einen in der Form 

M'\-N}/ — i darstellbaren Werth liefern, wobei 3f, iV reelle 
Grössen sind. 

Gegen diesen Schlnss Ulsst sich einwenden, dass nach den 
Bemflhnngen so vieler and so bedeutender Mathematiker ttberaas 
wenig Hoffiinng bleibt, jemals zar allgemeinen Lösung algebru- 
scher Gleichnngen zn gelangen, und dass die WahrscheinUohkeit 
gross nnd grösser wird , eine solche Lösnng sei flberhanpt un- 
möglich, sie berge einen Widerspruch in sich. Dies dflrite um 
so weniger paradox erscheinen, als das, was gewöhnlich 
Auflösung einer Gleichung genannt wird, wesent- 
lich nichts anderes ist, als die ZurflckfUlirung der 
Yorgelegten auf reine Gleichnngen. Denn die Lösung 
reiner Gleichungen wird hier nicht gelehrt sondern voransge- 

setzt; wenn man die Wurzel der Gleichung ^ = H^m^H 
ausdrflckt, so hat man ne durchaus nicht gelöst und nicht 
mehr gethui, als wenn man fftr die Wurzel der Gleichung 
-^rAx^^^ 4- ... = 0 irgend ein Zeichen erdenkt, und die 
Wurzel diesem gleichsetzt. Freilich haben die reinen Gleichun- 
gen vor allen anderen viel voraus, sowohl wegen der Leichtig- 
keit, die Wurzeln derselben durch Annäherung zu finden, als 
wegen des eleganten Zusammenhanges aller ihrer Wurzeln unter 
sich, und deshalb ist es durchaus nicht zu tadeln, dass die Ana- 
lytiker die Wurzeln derselben mit einem besonderen Zeichen 
versehen haben ; allein daraus, dass sie dieses Zeichen zugleich 
mit den arithmetischen Zeichen der Addition, Subtraction, Hulti- 
plication, Division und Potenzerhebung unter der Bezeichnung 
analytischer Ausdrücke zusammengefasst haben, folgt 
nicht im mindesten, dass die Wurzel jeder Gleichung durch die- 
selben darstellbar sei. BGt kurzen Worten : es wird ohne aus- 
reichenden Grund angenommen, dass die Lösung jeder Gleichung 
auf die Lösung reiner Gleichungen zurttckgeftthrt werden könne. 
Vielleicht möchte es nicht so schwer sein, die Unmöglichkeit 
schon fttr den fünften Grad in aller Strenge nachzuweisen ; meine 
Untersuchungen hierüber werde ich an anderer Stelle ausftihr- 
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lieh mittheilen. Hier genügt es hervorzuheben, dass die allge- 
meine, m diesem Sinne verstandene Lösung von Gleichnngen 
noch sehr zweifelhaft ist, und dass also ein Beweis, dessen ganze 
Stärke von jener Annahme abhängt, beim augenblicklichen 
Stande der Sache von keinem Gewichte ist. 



10. 

Später schlug auch de Foncenex, nachdem er den einen 
Mangel im ersten ^///^r'schen Beweise (siehe oben in § S den 
vierten Einwurf) bemerkt hatte, ohne ihn heben zu können, noch 
einen anderen Gang ein und veröffentlichte denselben in der 
oben erwähnten Abhandlung S. 120*). Derselbe besteht in Fol- 
gendem. 

Vorgelegt sei eine CTleichung Z = o , wo Z eine Function 
wten Grades der Unbekaiiuten z bedeutet. Ist m ungerade, 
dann ist es bereits bekannt, dass diese Gleichung eine reelle 
Wurzel besitzt; wenn /?i jedoch gerade ist, dann versucht Fon- 
cenex auf folgende Art zu beweisen, dass die Gleichung- min- 
destens eine Wurzel von der Form p + (j V — 1 hat. Es sei 
m — 2**. /, wobei i eine ungerade Zahl bedeuten soll, und es wird 
vorausgesetzt, z'^-{-uz-\- M sei ein Tlieiler der Function Z. 
Dann ist jeder Werth von u die Summe zweier Wurzeln der Glei- 
chung Z = 0, mit geändertem Vorzeichen , so dass u gerade 

— ■•— = m' Werthe haben wird ; ist nun u durch die Glei- 
1.2 

chung U=() bestimmt, wo ?7eine ganze Function von u und den 
bekannten Coefficienten in Z bedeutet, so wird dieselbe vom Grade 
m' sein. Hier sieht man leicht ein, dass m' eine Zahl von der 
Form 2'^^^/' wird, wo i' eine ungerade Zahl bedeutet. Sollte 
m' noch nicht ungerade sein , so wird wiederum vorausgesetzt, 
dass u + M' ein Theiler von wird, und aus ähnlichen 

Schlllssen folgt, dasa u' durch eine Gleichung U' = 0 bestimmt 

werde, wo L' eine Function des Grades ^^^^ — - von u' ist. 

Setzt mau nun — ]1 = ^" ^ ^d m" eine Zahl von der 

1.2 

*) Im zweiten Bande der »Mtscellanentt S. 337 sind Erläuterungen 

zu dieser Allhandlung enthalten; doch beziehen sie sich nicht auf 
die vorliegende Untersuchung, sondern siuf die Logarithmen nega- 
tiver Grössen, von denen in derselben Abhandlung die Rede war. ^ 



Digitized by Google 



22 



Gauss: Factoienaserlegung 



Form 2*^"^.«", wobei i" eine ungerade Zahl bedeutet. Sollte m" 
noeh ungerade sein, so wird angenommen u'^ •^u'u' -^^ M* sei 
ein TheUer der Function 17, und wird durch eine Gleichung 
ZT*' = 0 bestimmt, welche vom Grade m"' sein mag, wo nf eine 
Zahl von der Form 2**~~^.r' ist. Offenbar wird in der Reihe 
der Gleichungen {7= 0, ZT ^ 0, 27'' » 0, ... die »te von un- 
geradem Grade, so dass sie eine reelle Wurzel besitzt. Der 
Kurze wegen nehmen wir n ^ 3, so dass die Gleichung U" = 0 
eine reelle Wurzel u* hat ; es ist ja sofort ersichtlich, dass für 
jeden anderen Werth von n dieselben Schiftsse gelten. Dann 
wird, wie de Fmcenex behauptet, der Coefficient M** durch u*' 
und die Coef&cienten von U', von denen man leicht einsieht, dass 
sie ganze Functionen der Coefficienten von Z werden, oder auch 
durch u* und die Coefficienten von Z rational darstellbar und 
folglich reell werden. Hieraus folgt, dass die Wurzeln der Glei- 
chung u"^ ~\- u"u' + M" = 0 unter der Form -\- q\^i auf- 
treten ; diese genügen aber ofl'enbar der Gleichung V =■ . folg- 
lich giebt es einen unter der Form 4" '/ ^ — 1 enthaltenen 
Werth für u' . Ferner ist der Oocfticient 3F (ähnlich wie oben 
rational durch u und die Coefticienten von Z bestimmbar, uud 

folglich ist er auch von der Form p-^- qy — 1. Deshalb sind 
die Wurzeln der Gleichung uu-^- M' = 0 von derselben 
Form, und da dieselben auch der Gleichung 0 genügen, so 

besitzt diese Gleichung eine Wurzel von der Form p + q \ — 1. 
Endlich folgt hieraus in ähnlicher Weise, dass M dieselbe Form 
besitze, dass dasselbe bei einer Wurzel der Gleichung t^-^-uz 
^M— 0 stattfinde, und dass diese offenbar auch der gegebenen 
Gleichung Z ^ 0 genttge. Folglich wird j ede G leichung min- 
destens einCjWurzel von der Form je» 4- q V — 1 besitzen. 



Die Einwürfe 1, 2, 3, welche ich gegen den JBu^'schen 
Beweis erhoben habe (§8), gelten auch hier voltkommen, nur 
mit dem Unterschiede, dass der zweite Einwurf, welchem der 
^/4»*'8che Beweis nur in gewissen besonderen Fftllen unter- 
worfen war, den vorliegenden in allen Fällen trifft. Man kann 
nämlich von vornherein beweisen, dass, selbst wenn eine Formel 
vorHegt, welche den Coefficienten M rational durch u' und die 
Coefficienten von Z ausdrttokt, diese doch für mehrere Werthe 
von ti' nothwendig unbestimmt werden mnss: ähnlich wird die 
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Formel, welche den Coeffieienten 3t durch %^ liefert, ftlr einige 
Wertiie yon «" imbestimmt n. s. f. Nehmen vir die Oleichnng 
vierten Grades als Beispiel , so wird dies Idar an Tage treten. 
Wir setzen oi s 4 nnd bezeichnen die Wurzeln der Qleichnng 
Z =s 0 mit /t^, y, d. Dann erkennt man, dass die Gleichung 
sechsten Grades U=0 als Wurzeln — (« + /^), — -\- /h 
— (« -H d), - (/? + — + d), — (y + ^) besitzen wird. 
Die Gleiehnng C/*' 0 wird yom filn&ehnten Grade werden; 
ihre Wurzeln u' sind die folgenden 

«+/^-Hy-hd, a-h^4-y-j-d, «-j-p?-hy+<J. 

Da diese Gleichung von ungeradem Grade ist, so muss man 
bereits bei ihr Halt machen ; in der That besitzt sie die reelle 
Wurzel a-^-ß -\-y-\-d, (welche dem ersten Coeffieienten in Z mit 
geändertemVorzeichen gleich und also nicht nur reell, sondern so- 
gar rational ist, wenn die Go^cienten von Z rational sind). Aber 
man sieht leicht ein , dass jede Formel, welche den Werth von 
M' dnrch den entsprechenden Werth von u' rational ausdrückt, 
für tt' = a 4- + / 4- (5 unbestimmt werden muss. Denn die- 
ser Werth wird eine dreifache Wurzel der Gleichung U' = o, 
und es entsprechen ihm 3Weithe YonM\ nämlich [ct-hß] 4- 
(« 4-/1 G^4-<5) , [a 4- ö] ß 4- y) , welche sämmtlich irrational 
sein können. Offenbar aber kann eine rationale Formel in die> 
sem Falle weder einen irrationalen Werth von M\ noch drei von 
einander verschiedene Werthe liefern. Aus diesem Beispiele 
lässtsichzur Gentige ersehen, dass die Methode von de Foncenez 
nicht befriedigen kann, und dass, wenn mau sie nach allen Rich- 
tungen hin vollständig machen will, man viel tiefere Untersuchan- 
gen in der Theorie der Elimination anstellen muss. 

12. 

EndUeh behandelt Xia Chrange unser Theorem in der Abhand- 
lung: Sur la forme des racines imaginaires des equa- 
tions; Nouv. Möm. de l'Acad. de Berlin 1772, S. 222ff. 
Dieser grosse Mathematiker bemühte sich vor Allem, die Lücken 
In erstem Beweise auszufüllen , und wirklich hat er be- 

sonders das, was oben § 8 den zweiten und den vierten Einwurf 
ausmacht, so tief durchforscht, das nichts Weiteres zu wünschen 
bleibt; abgesehen davon, dass vielleicht bei seiner vorausgehenden 
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BehandluDg: der Eliminations-Theorie, auf welche sich die ge- 
sammte Untersuchung stützt, einige zweifelhafte Punkte zurück- 
bleiben. — Den dritten Einwurf dagegen berührt er überhaupt 
nicht; ja auch seine ganze Untersuchung ist auf der Voiaus- 
setzuDg aufgebaut, jede Gleichung mteu. Grades habe wirklich 
m Wurzeln. 

Nachdem wir so ordentlich und genau alles bisher VerÖflfent- 
lichte erwogen haben, hoffe ich, dass ein neuer auf völlig anderen 
Grundsätzen beruhenderBeweis unserem überaus wichtigen Satzes 
den Kundigen erwünscht sein werde. Ich schreite zur Darle- 
gung desselben. 

13. 

Hülfssatz. Bezeichnet m irgend eine positiv^e 
ganze Zahl, so wird die Function sin g>.a^* — sinm^. 
t^—ix+mlm — 1)9?. durch — 2co8<jp.raf+r^theil- 
bar sein. 

Beweis, Fftr m = 1 ist jene Function = 0 und also durch 
jeden beliebigen Factor iheUbar; fttr «n= 2 wird der Quotient 
fAucp, und für jeden höheren Werth wird der Quotient 

sin if . >^ giu 2(p .rx ^ -|- sin 3 f/) . .r'"~ * -|- . . . + sin (w - T rp . /•"^"'S, 
Denn man beweist leicht, dass das ProdiH t aus dieser Function 
und ax» x'^ — 2cos<^.rj;4- der gegebenen Jr unction gleich 
wird. 

14. 

Hülfssatz. Sind die Grosse rund der Winkel (p 
sobestimmt, dass die Gleichungen 

coa »I <^ 4- .4r"'~" * cos {m — \ )(p-\-Br "* ^ '^co^ (m — 2) (p 

( l ) + Kr^ cos 290 i^r cos <jp 4- ^ 0 

r sin ^ + ^ r»"- » sin (m— 1 ) ^ + Är*»- 2rfn (»i— 2) ^ + . . . 

2 ) + Är 2 sm 2 <p + X r sin f/) = 0 

bestehen, dann wird die Function .r'^* + Ax*^^^ 
4- J5a;'»-2 4- ... -[-/r;r2 4- i,a:4-Jlf=Xdurch den qua- 
dratischen Factor .r^ — 2 cos (p . rx-^r^ theilbar sein , 
falls r sin f/) nicht = 0 ist; ist aber rsm(p = 0, dann 
wird dieselbe Function durch den linearen Factor 
X — rcos cp theilbar werden. 

Beweis. 1. Aus dem vorigen Paragraphen ergiebt sich, 
dass alle die folgenden Grössen durch .r- — 2 cos (p . x r r"^ 
theilbar sind: 
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sin </ r;c'^* — smm(p.r*'*x + sm(m — 1) 

A sin (p.rx^^^^ — A sin (m — 1 ) r/) .r"*~' :r -^-A sin (m — 2) (pj-^ 
B sin y .r a:*'*-* — sin [m — 2) . r^^^'^x + ^ sin (m — 3) * 

••••w 

JTsin f/i.r.r2 — 7f sin 2 ^/.r^^c 

MsÄJKf.r -|-Jfsin( — ^p).r. 

FolgUclL »t auch die Summe dieser Grössen darch — 2. 
cos ^ . r + theilbar. Die ersten Sammanden der einzelnen 
Grossen g;eben als Sanune sin^p.r X; die zweiten geben^ wegen 
(2), summirt 0 ; dass femer das Aggregat der dritten gleichfalls 
verscbwinde^ erkennt man leicht, wenn man (1) mit sin (p^ (2.) 
mit cos q> mnltiplicirt nnd Jenes Prodnct yon diesem sabtrahirt. 
Darans folgt, dass die Function sin (jp .r X durch — 2 cos q> 
rx + r^ theilbar ist, und also, wenn nicht r sin g> := 0 wird, 
auch die Function X selbst. W. z. b. w. 

II. Sollte aber r sin r/» = 0 sein, so wird entweder r = 0 
oder sin rp — 0. Im ersten Falle wird M= 0, wegen (1) ; also 
ist X durch X oder durch z — ?- cos cp theilbar. Im zweiten Falle 
wird cob (/ = zh ly cos 2 (p = 1 , cos 3 r/> = ± 1 und ali- 
gemein cos fi fp == cos Deshalb wird wegen (l) X = 0 für 
a: r cos fp werden, und daher die Function X durch x — r . 
cos q) theilbar sein. W. z. b. w. 

15, 

Der vorhergehende Satz wird meistens mit Hfllfe imaginärer 
Grössen bewiesen, vergl. Etiler: Introd. in Anal. Inf. T. I. 
S. 110; ich hielt es dcrMflhe fürwerth zu zeigt n. wie er auf gleich 
leichte Art olme iiülfe derselben abji'eK itt t \verden könne. Hier- 
durch wird es jetzt offenbar, dass zum Beweise unseres Satzes nichts 
Anderes nöthig ist. <'ils dass gezeigt werde : Ist irgend eine 
Function X von der Form ^"»4- Ax'"^-^ Bx^^"'^ ~\- . . , 
-\r L X M gpgehpTi . d ann lassen sich r und ip so be- 
stimmen , dass die Gleichungen (1) und \T statt haben. 
Denn hieraus folgt, dass X einen reellen Factor ersten oder 
zweiten Grades besitzt; die Division durch denselben liefert 
nothwendig einen reellen Quotienten geringeren OradeSj welcher 
aus denselben Gründen wieder einen Factor ersttai oder zweiten 
Grades haben wird. Diu eh die Fortsetzung dif ses Verfahrens 
wird X endlich in reelle Factoren ersten oder zweiten Grades 
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zerlegt Jenen Satz nun zu beweisen, ist das Ziel der folgenden 
Untersuchungen. 

16. 

Wir betrachten ein^ fef;te unendliche Ebene (die Ebene der 
Zeichnuno:, Fig. I j und in ihr eine feste unendliche Gerade GC, 
die durch den festen Punkt f^' ^j-eht Wir nehmen, um alle .Strecken 
durch Zahlen ausdrücken zu können, eine willkürlichp Läiiüe 
als Einheit an, und errichten in einem beliebigen Punkte F der 
Ebene, ftlr welchen der Abstand vom Centrum C gleich r und 
der Winkel G CP ~ (p ist» eine Seulu'eehte » die gleich dein 
Wertlie des AnsdruclLes 

r** sini» + -il sin (m — \)q> .».-^ Lrfa3kq> 

ist. Diesen Ausdruck werde ich im Folgenden der Kürze halber 
stets durch T bezeichuen. Die Entfernung r betrachte ich stets 
als positiv, und för Punkte, welche auf der unteren Seite der 
Axe liegen, muss der Winkel (p entweder als zwei Rechte tiber- 
treffend oder, was auf dasselbe hinausläuft, als negativ ange- 
sehen werden. Die Endpunkte dieser Senkrechten, welche für 
einen positiven Werth von T oberhalb der Ebene, für einen 
negativen unterhalb, für einen verschwindenden in der Ebene 
selbst anzunehmen sind, bilden eine stetige, krumme, allseitig 
unbegrenzte Oberfläche, welche ich der Kürze halber im Fol- 
genden die erste Oberfläche nennen werde. Durchaus in 
gleicher Weise möge auf dieselbe Ebene, dasselbe Centrum und 
dieselbe Axe eine andere Oberfläche bezogen werden, deren 
Hohe über jedem Punkte der Ebene gleich 

r"* cos mq> 4- -4r"*~ * cos [m— l)<jp + . . . + X r cos y + 3/ 

sei*, diesen Ausdruek werde ich der Kürze halber stets durch U 
bezeichnen. Auch diese Oberfläche wird stetig und allseitig un- 
begrenzt sein ; ich werde sie von der obigen durch die Bezeich- 
nung als zweite Oberf l&che unterscheiden. Dann stellt sich 
unsere ganze Aufgabe offenbar so, zu beweisen, dass es min- 
destens einen Punkt gebe, der zugleich in der Ebene, in der 
ersten und in der zweiten Oberfl&che liegt. 

17. 

Man erkennt leicht, dass die erste Oberfläche zum Theil ober- 
halb, zum Theil unterhalb der Ebene liegt; denn man kann ja 
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die Entfemiing r vom Centnim so gross anadunen, daas das 
erste Glied f^9\nmq> in TaUes Folgende llberwiegt ; wird dann 
der Winkel cp passend bestimmt, dann kann dasselbe sowohl po- 
sitiv als negativ werden. Deshalb moss die feste Ebene von der 
ersten Oberfläche geschnitten werden; diesen Sclmitt der Ebene 
mit der ersten Oberfläche werde ich erste Linie benennen; 
sie wird also durch die Gleichung T= 0 bestimmt. Aus gleichen 
Gründen wird die Ebene von der zweiten Oberfläche geschnitten; 
der Schnitt bildet die durch die Gleichung Z7 = o bestimmte 
Curve, welche ich zweite Linie nennen werde. Eigentlich 
werden beide Curven aus mehreren Zweigen bestehen, die von 
einander völlig getrennt sein können, einzeln aber stetige Züge 
bilden. Ja, die erste Linie wird stets eine sogenannte reductible 
sein, da die Axe GC als Theil dieser Curve zu betrachten ist; 
denn welchen Werth man dem r auch beilegt, T w ird stets = 0 
werden, wenn (p = 0 oder = ISO*^ ist. Aber es ist vorzuziehen, 
die Gesammtheit aller Zweige, welche durch alle Punkte hin- 
durchgehen, für die T= 0 ist, als eine einzige Curve anzu- 
sehen, wie dies in der höheren Geometrie auch allgemein Brauch 
ist; das Gleiche finde bei allen Zweigen statt, welche durch alle 
Punkte hindurchgehen, in denen 0 ist. Jetzt ist unsere 

Aufgabe otlenbar darauf zurückgefilhrt. zu beweisen, dass in 
der Ebene mindestens ein Punkt existirt. in welchem einer der 
Zweige der ersten Liuie von einem Zweige der zweiten Linie 
geschnitten wird. Zu diesem Zwecke ist es nöthig, den Verlauf 
dieser Liuien näher zu betrachten. 



IS. 

Vor allem bemerke ich, dass beide ( 'urven algebraisch sind, 
und zwar, auf Orthogonal-Coordinaten bezogen, von ;;aer Ord- 
nung. Nimmt man nämlich den Anfang der Abscissen in 0 
an und rt cliTiet die Richtung der Abscissen j: nach G hin, die 
der Ordinalen y nach P hin, dann wird x = r cos y = r sin (p, 
und allgemein für jedes beliebige ?i 

« . »4 ^*(^* — i) — 2) , n...(n — 4) - 

l«^*u 1*.»«0 

n »(«— 1) ««o o , »(» — !)(«— 2)(«— 3) . . 

r*' cos 9i<p = ^" TT" * y i 2 Z 4 *— . . 

Deshalb bestehen Tund f ^aus mehreren Gliedern der Form 
ax"y(^, wobei a, ganze positive Zahlen bedeuten, deren Summe 
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als höehsten Werth m besitzt. Es lässt sich übrigens leicht vor- 
hersehen, dass alle Glieder von T den Factor p enthalten, so 
dass die erste Linie genan genommen ans der Geraden, deren 
Gleichung y =s 0 ist» nnd ans einer Onrve der Ordnung m — 1 
zusammengesetzt ist: aber es ist nicht nöthig, hier auf diese 
Unterscheidung Rücksicht zu nehmen. 

Von orrösserer Bedeutung wird die llntersucliung darüber 
sein, ob die erste und die zweite Linie unendliche Schenkel be- 
sitzen, und von welcher Anzahl und von welcher Beschaffen- 
heit diese sind. In unendlicher Entfernung vom Punkte C wird 

A 

die erste Linie, deren Gleichung sin +'^'^11 — ^) 9^ 

+ sin * w — 2] ^ 4- . . . = 0 ist, mit deijeuigen Linie zusam- 
menfallen, deren Gleichung sin mcp = 0 ist. Diese liefert nur 
w gerade Linien, die sich im Punkte C schneiden; die erste der- 
selben ist die Axe GCG\ die übrigen sind gegen diese unter 

12 3 
den Winkeln — 180, — 180 , ISO, . . . Grad gendigt. Folglich 

m m w ' 000 

hat die erste Linie 2 m unendliche Zweige, welche den Umfimg 
eines mit unendlich grossem Radius beschriebenen Kreises in 
2m gleiche Theile zerlegen, so dass sein Umfang vom ersten 
Zweige im Schnittpunkte des Kreises mit der Axe getroffen wird, 

vom zweiten in der Entfernung — ISO^^ vom dritten in der £nt- 

m 

2 

fernung ^ 180^, u. s. w. Aehnlich folgt, dass die zweite Linie 

in unendlicher Entfernung vom ( ■eiitnim als Asymptote die durch 
die Gleichung cosmfp = 0 daigcbtellte Curve hat. Diese be- 
steht au^ der Gesammtheit von /// Geraden , welche sich eben- 
falls im Punkte C unter gleichen Winkeln schneiden, doch so, 

dass die erste mit der Axe CG den Winkel -^90** bildet, die 

3 5 
zweite den Winkel — 9ü'', die dritte den Winkel — 90^ u. s. f. 

m m 

Deshalb besitzt auch die zweite Linie 2 m unendliche Zweige, 
welche einzeln die Mitten zwischen je zwei benachbarten Zwei- 
gen der ersten Linie bilden, so dass sie die Peripherie des mit un- 
endlich grossem Radius beschriebenen Kreises in Punkten 
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schneiden, welche von der Axe um — 90*^, — — 90**, . 

m m m 

abstehen. Uebrigens ist es ersichtlieh, dass die Axe selbst stets 

zwei unendliche Zweige der ersten Linie bildet, nämlieh den 

ersten nnd den (m -h 1} tan. An& deutlichste vird diese Lage 

der Zweige durch die Figur 2 dargestellt, welche für den F^l 

msssA coDStrnirt ist; hier sind die Zweige der zweiten Linie 

punktirt, damit sie ron denen der ersten unterschieden werden 

können ; dasselbe ist auch bei der vierten Figur festzuhalten"*). 

Da aber diese Ergebnisse Ton der grOssten Bedeutung sind, und 

unendliche Grössen einige Leser stören könnten, so will ich im 

folgenden Paragraphen zeigen, wie man dieselben Folgerungen 

auch ohne das Httlfsmittel unendlicher Grösse ziehen kann. 



19. 

Lehrsatz* Unter den obigen Voraussetzungen 
kann um den Hittelpunkt C ein Kreis beschrieben 
werden, auf dessen Umfang 2mPnnkte liegen, in denen 
2*=0i8t,undebensoyiele, indenen27=0 ist; dieLage 
derselben ist 80» dass die einzelnen der zweiten Art 
zwischen j e zweien dererstenArt liegen. 

Es möge die Summe aller positiv genommenen Coefficieiiten 
Ay B, . . . K, L, 31 gleich S sein ; ferner werde R zugleich 

'^SV2 und>l **) angenommen: dann behaupte ick. dass 
auf dem Kreise, welcher mit dem Radius R beschrieben ist. die 
in tleiu Lehrsätze angegebenen Verhältnisse eintreten. Der Kürze 
wegen bezeichnen wir mit (1) denjenigen Punkt seines Umfanges, 

welcher ^ 45^ Tom Treffpnnkte des Kreises mit der linken Seite 
der Aze absteht, fdr den also ^ = •^45^ ist, ähnlich mit [3) 
denjenigen, welcher vom Trefipunkte — 45" entfernt, für den 



*) Die vierte Figur ist unter der Annahme X^x* — 2x'^ -^^x 
4- 10 construirt; an ihr können also Leser» welche mit allg^emeinen 
xmd abstnicten rntorsiielnmEceTi weniger vertraut sind, die Laü:e bei- 
der Curveii .111 t iuem coucreten Bi ispielo ansebaaeu. Die Länge der 

Linie CO ist-- 10^ genommen fCiV== 1,2H255). 

*♦] Für 6' > V i die zweite Bedingung in der ersten, für 5 <l/|" 
die erste Bedingung in der zweiten enthalten. 
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3 5 
also Gp ==^ — 45^ ist; mit (5) den, fflr welchen w=z — 45^ ist» ... 
iw tn 

bis znm Punkte (8 m — l), welcher — — — 45** von jenem Treff- 
punkte entfernt ist, falls man stets nach derselben ülchtung fort- 
schreitet, oder -- 4 5°, wenn man nach der entgegengesetzten Seite 

geht. Mau hat also im Ganzen 4 m Punkte auf dem Umfange, die 
nm gleiche Abstände von einander entfernt sind. Daun wird zwi- 
schen (8m — l) und ^l] ein Punkt liegen, fttr den T= 0 ist; je 
ein ähnlicher Punkt liegt zwischen (3J und (5): zwischen (7) und 
9): zwischen (11) und (13), u. s. w.; ihre Anzahl beträgt 2 m. 
In derselben Weise liegen die einzelnen Punkte, in denen ?/= 0 
ist, zwischen (1) und 3) ; zwischen (5) und (7); zwischen (9) und 
(11); ihre Anzahl beträgt daher auch 2 m. Ausser diesen 4 m 
Punkten giebt es auf dem Umfange keine anderen» fttr welche 
T oder U= 0 wird. 

Beweis, L Im Punkte (1) wird mq> ^ 45^, und also 

Die Summe ^ sin (m — ^) + ^ (^^ — '^)^P + • • • kann 

sicher nicht grösser sein als und so mnss sie kleiner werden 

als R V^; folgHeh ist der Werth ▼on Tin diesem Punkte sicher 
positlY. üm so mehr besitzt also T einen positiTcn Werth, wenn 
fnq> zwischen 45^ und 135^ Uegt, d. h. 7" besitzt vom Punkte 
(1) bis zum Punkte (3) stets einen positiven Werth. Aus dem- 
selben Gründe hat jTvom Punkte (9) bis zum Punkte (11) flberaU 
einen positiven Werth, und allgemein von irgend einem Punkte 
(8^+1) bis zu (8 ^ + 3) , wobei k irgend welehe ganze ZaU 
bedeutet. In ähnlicher Weise ist 2* überall zwischen (5) und (7), 
zwischen (13) und ( 1 5) u. s. w. , und allgemein zwischen (8 X; + 5) 
und (8^+7) negativ und kann also in allen diesen IntervaUen 
nirgend = 0 sein. Weil nun aber in (3) dieser Werth positiv 
und in (5) negativ ist, muss er irgendwo zwischen (3) und (5) 
s= 0 sein; ebenso irgendwo zwischen (7) und (9); zwischen (11) 
und (13) u. s. w. bis zum Intervall zwischen (8 m — 1) und (1) 
inclusive, so dass Tim Ganzen in 2m Punkten ^ 0 wird. 

II. Dass 68 ausser diesen '2 tu i'uiikten autlere von gleicher 
Eigenschaft nicht giebt, erkennt man so. Da zwischen (1) und 
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(3!, zwischen (5) und (7), u. s.w. keine existiren, so könnte es nur 
dann geschehen, dass noch mehr solche Punkte bestehen, wenn 
in irgend einem der Intei-valle von (3) bis (5) oder von (7) bis (9) 
11. s. w. mindestens zwei solche lägen. Dann müsste aber T in dem- 
selben Intervall irgendwo ein Maximum oder ein Minimum, 

und also -r— = 0 sein. Nun ist aber , ^/^gcoB ing> 

aq) dip ^ 

Atm(m — \](p -\- ...) und cos mtp ist swischen (3) 

und (5) stets negativ und seinem Wertbe nach V -J. Daraas 

dT 

iolgt leicht) dass in diesem ganzen Intervalle eine negative 

GiOsse ist; ebenso ist es zwischen (7) nnd (9) beständig eine po- 
sitive Grosse; zinschen (11) und (13) eine negative, n. s.w. In 
keinem von diiesen Intervallen kann es also 0 sein» so dass die 
Annahme nicht richtig war. Folglich n. s. w. 

III. Durchaus auf gleiche Weise wird gezeigt, das CTttberall 
zwischen (d) und (5) einen negativen Werth besitzt, ebenso 
zwischen (11) und (13) u.s. w., und allgemein zwischen (8^ + 3) 
und (S X; -h 5) ; einen positiven dagegen zwischen (7) und (9), 
zwischen (15) und (1 7] u. s.w. und allgemein zwischen (^k-^l) 
und (8 ^ + 9). Hieraus ergiebt sich sofort, dass irgendwo 
zwischen (1) und ;3J, zwischen (5) und [7) u. s. w., d. h. im 
ganzen in 2 m Punkten = 0 werde. In keinem von diesen In- 

dU 

tervallen kann = 0 sein, (was leicht in ähnlicher Weise wie 

d(p 

(»ben bewiesen wird : folglich kann es auf dem Umfange des 
Kreises nicht mehr als jene 2m Punkte geben, in denen 6 = 0 
wird . 

Uebrigens kann der Theil des Lehrsatzes, gemäss dem es 
nicht mehr als 2 m Punkte geben kann, in denen 7'= o, und 
nicht mehr als '2 m Punkte, in denen ?/= 0 wird, auch dadurch 
bewiesen werden, dass man die Gleichungen T =^ 0, U= 0 als 
Curven «ter Ordnung deutet, welche von einem Kreise, als vou 
einer Curve zweiter Ordnung in nicht mehr als 2 m Punkten ge- 
schnitten werden können, wie dies aus der höheren Geometrie 
bekannt ist. 

20. 

Wenn ein anderer Kreis mit grösserem Kadius als Ii um 
denselben Mittelpunkt beschrieben und auf dieselbe Weise ge- 
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theilt wird, so liegt auch hier zwischen den Punkten (3} und (5 > 
ein einziger Pnnkt, in dem r = 0 ist« ebenso zwischen (7) nnd 
(9) n. s. w., und man sieht leicht ein, dass derartige Punkte 
zwischen (3) und (5) in beiden Umftngen nm so niUier an 
einander liegen mflssen, je weniger der Badias des grdaaeren 
Kreises Tom Badins 12 yerschieden ist. Dasselbe findet auch 
statt, wenn der Kreis mit einem Radius beschrieben wird, der 

etwas kleiner als J2, aber doch grösser als iS'VTund i Ist. 
Hieraus erkennt man sofort, dass der Umfang des mit 
dem Radius J2 beschriebenen Kreises in demjenigen Paukte 
zwischen [3] und (5), in welchem 7*= 0 ist, ron einem Zweige 
der ersten Liiüe auch wirklich geschnitten werde; dasselbe 
gilt Ton den übrigen Punkten, in denen T=:0 ist. Ebenso ist 
es einleuchtend, dass der Umfang dieses Kreises in allen 2 m 
Punkten, in denen U=0 ist, von irgend einem Zweige der 
zweiten Linie geschnitten werde. Diese Resultate können auch 
folgendermaassen ausgedruckt werden: Beschreibt man einen 
Kreis von hinlflngUcher Grösse um das Gentrum so treten 2 m 
Zweige der ersten Linie und ebensoyiele Zweige der zweiten 
Linie in denselben ein, und zwar so, dass je zwei benachbarte 
Zweige der ersten Linie durch einen Zweig der zweiten Linie 
von einander getrennt werden. Vergl. Fig. 2, wo der Kreis 
schon nicht mehr von unendlicher, sondern you endlicher Grösse 
wird; die den einzelnen Zweigen beigefügten Zahlen dürfen nicht 
mit denjenigen yerwechselt werden, durch welche ich im vorher- 
gehenden und in diesem Paragraphen der Kttrze halber gewisse 
Orenzpunkte auf dem Umfange bezeichnet habe. 



Nun Iftsst sich aus der gegenseitigen Lage der in den Kreis 
eintretenden Zweige der Schluss, dass innerhalb des Kreises ein 
Schnitt eines Zweiges der ersten mit einem Zweige der zweiten 
Linie vorhanden sein mtlsse« auf so riel verschiedene Arten 
ziehen, dass ich fast nicht weiss, welche Methode an erster Stelle 
vor den übrigen zu bevorzugen sei. Die folgende scheint mir 
am einleuchtendsten zu sein: Wir bezeichnen Fig. 2; denjenigen 
Punkt des Kreisnmfanges, in welchem derselbe von der Unken 
Seite der Axe geschnitten wird (die Axe selbst ist einer der 2 w 
Zweige der ersten Linie), mit 0 ; den benachbarten Punkt, in dem 
ein Zweig der zweiten Linie eintritt, mit 1 ; den diesem benach- 
barten Punkt, in dem der zweite Zweig der ersten Linie eintritt, 
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mit 2, u. s. f. bis zu 4 m — 1 : in jedem mit gerader Zahl be- 
zeichneten Punkte tritt aUo ein Zweig der zweiten Linie in den 
Kreis ein . dagegen Ib allen durch eine angerade Zahl bezeich- 
neten ein Zweig der ersten Linie. Nun ist ans der hdheren Geo- 
metrie bekannt, dass jede algebraische Carre (oder jeder eiu- 
zelne Theü einer algebraischen Oarve , wenn dieselbe zufällig 
ans mehreren zusammengesetzt ist) entweder in sich zurückläuft, 
oder nach beiden Seiten ins Unendliche ausläuft, und dass also, 
wenn ein Zweig einer algebraischen Curve in einen begrenzten 
Raum eintritt, er nothwendig aas demselben wieder heraustreten 
muss. Hieraus schliesst man leicht, dass jeder dorch eine ge- 
rade Zahl bezeichnete Punkt, oder kttrzer j oder gerade Punkt 
mit einem anderen geraden Punkte durch einen, innerhalb des 
Kreises verlaufenden Zweig der ersten Linie Terbunden sein 
muss, und in gleicher Weise jeder durch eine ungerade Zahl 
bezeichnete Punkt mit einem anderen ähnlichen Punkte durch 
einen Zweig der zweiten Linie. Obsehon nun diese Verbindung 
▼on je zwei Punkten je nach der Ifatnr der Function X überaus 



*] Wie mir scheint, ist es wohl hinreichend sicher bewiesen, dass 
eine algebraische Curve weder plötzlich irgendwo abbricht (wie 
dies z. B. bei der transcendenten Curre geschieht, deren Gleichung 

y ^ ist], noch sich nach unendlich vielen UmlSufen gewisser- 

maassen in einem Punkte verlieren kann [wie die logarithmische 
Spirale); und soviel ich weiss, hat Niemand hie r^:egen einen Zweifel 
vorgebracht. Doch werde ich, wenn es Jemand fordert, bei anderer 
Gelegenheit unternehmen, einen keinem Zweifel nuterv, orfenen Be- 
weis zu liefern, im gegenwärtigen Falle ist es übrigens oltenbar, dass, 
wenn ein Zweig, z. B. 2 nirgends aus dem Kreise austi-eten würde 
(Fig. 3), man zwischen o und 2 in den Kreis eintreten, dann um diesen 
ganzen Zweig, der sich ja in der Kreisfläche verlieren muss, herum- 
^--clifMi und endlich zwiscnen 2 und 1 wieder ans dem Kreise anstreten 
konnte, ohne anf den» ganzen Wegi- irgendwo auf die erste Linie zu 
treffen. Dies ist aber offenbar widersinnig, weil mau in dem Punkte, in 
welchem man in den* Kreis eintrat, die erste Oberfläche Über sich hat, 
beim Austritte dagegen unter sich ; deshalb musste man irgendwo auf 
die erste Oberfläche treffen, d. h.alsn ;nif einen Punkt der ersten Linie. 
— Uebrigens folgt ans diesem Scldub??« . d^r sicli anf die Priueipien 
der Geometrie der Lage stützt, welche niciit minder bewei&krättig 
sind als die Principien der Geometrie der Gr^Issen, lediglich , dass, 
wenn man auf einem Zweige der ersten Linie in den Kreis eintritt, 
man ihn im einer anderen Stelle verlassen kann, indem man immerauf 
der ( i stt n Lijtie bleibt, nher nicht, das!? der Weg eine stetige Linie in 
dem Sinne sei, welcher in der höheren Geometrie gilt. Aileiu hier 
reicht es aus, dass der Weg eine stetige Linie im allgemeinen Sinne, 
d. h. nirgends unterbrochen, sondern Uberall znsaromeubängend sei. 

Oatwald*« Klassiker. II. 3 
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verschieden sein kann, so dass sie sich für den allgemeinen Fall 
niolit bestimmen lässt, so ist es doch leicht zu zeigen, dass, 
wie jene Verbindung auch sein möge , stets ein Schnitt 
der ersten mit der zweiten Linie entstehen wird. 

22. 

Der Beweis dieser Nothwendigkeit l&sst sich am besten auf 
indirectem Wege fahren. Wir wollen n&mÜeh annehmen, dass 
der Znsammenhang von je zweien aller geraden Punkte und von 
je zweien aller ungeraden Punkte so angeordnet werden könne, 
dass dabei kein Schnitt eines Zweiges der ersten mit einem sol- 
ehen der zweiten Linie entsteht. Da die Axe ein Theil der ersten 
Linie ist, so wird offenbar der Punkt 0 mit dem Punkte 2 m ver- 
bunden sein. Der Punkt 1 kann also mit keinem jenseits der Axe 
gelegenen Punkte verbunden sein, d. h. mit keinem, der durch 
eine höhere Zahl als 2m bezeichnet ist, da sonst die Verbindungs- 
linie nothwendigerweise die Axe schneiden wflrde. Setzen wir 
also voraus, dass 1 mit dem Punkte n verbunden sei, so wird 
n<^2m sein. In ähnlicher Weise folgt aus der Annahme, dass 
2 mit n' verbunden sei, n' <[ n, weil sonst der Zweig 2 . . . 
nothwendigerweise den Zweig 1 ... 9» schneiden mtlsste. Aus 
demselben Grunde wird 3 mit einem zwischen 4 und n' liegen- 
den Punkte verbunden sein, und es ist klar, dass, wenn man 
voraussetzt, 3, 4, 5, . . . seien mit n", n"% n'"\ , . . verbunden, dass 
n"' zwischen 5 und n" liegt, n"" zwischen 6 und n'"y u.s.f. Dar- 
aus ist es ersichtlich, dass man endlich zu einem Punkte h kom- 
men wird, der mit dem Punkte A4- 2 verbunden ist. Dann 
muBS der Zweig, der im Punkte h+l in den Kreis eintritt, 
nothwendig den die Punkte h und h + 2 verbindenden Zweig 
schneiden. Da aber der eine dieser beiden Zweige zur ersten, 
der andere zur zweiten Linie gehört, so folgt daraus, dass die 
Voraussetzung widersinnig ist, und dass also nothwendig irgend- 
wo ein Schnitt der ersten mit der zweiten Linie stattßndet. 

Verbindet man dieses Resultat mit den vorhergehenden, so 
ergiebt sich aus allen den dargelegten Unteisuehungen der strenge 
Beweis des Satzes, dass jede ganze rationale algebra- 
ische Function einer Unbestimmten in reelle Fac- 
toren ersten oder zweiten Grades zerlegt werden 
könne. 
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23. 

Es ist übrigens nicht schwer, von denselben Grand lagen aus 
herzuleiten, dass es nicht allein einen, sondern mindestens m 
Schnitte der ersten mit der zweiten Linie giebt, obwohl es anch 
möglich ist, dass die erste Linie von mehreren Zweigen der 
zweiten Linie in demselben Punkte geschnitten wird ; in diesem 
Falle wird die Function X mehrere gleiche Factoren besitzen. 
Doch da es hier genügt, die Nothwendigkeit des einmaligen 
Schneidens bewiesen zu haben, so verweile ich der Kürze halber 
nicht ausführlicher bei dieser Sache. Aus demselben Grunde 
verfolge ich auch hier nicht eingehender noch andere Eigen- 
schaften dieser Linien, wie z. B. dass der Schnitt stets unter 
rechten Winkeln stattfindet; oder dass, wenn mehrere Züge bei- 
de i Oiirven in demselben Punkte zusammentreffen, ebensoviel 
Züge der ersten wie der zweiten Linie vorhanden sein werden; 
dass diese abwechselnd gelegen sind; dass sie sich unter gleichen 
Winkeln sclineiden ii. s. w. 

Endlich bemerke ich, dass es durchaus nicht unmöglich ist, 
den vorhergehenden Beweis» welchen ich hier auf geometrische 
Principien aufgebaut habe, auch in rein analytischer Form zu 
geben ; doch ich glaubte, dass die Darstellung, welche ich hier 
entwickelt habe, weniger abstract werden, und dass der wahre 
Nerv des Beweises hier viel klarer vor Augen treten würde, als 
sich dies bei einem analytischen Beweise erwarten Hess. 

Zum Schluss will ich noch eine andere Beweismethode für 
unserTlieorem andeuten, welche auf den ersten Blick nicht allein 
von dem vorhergehenden Beweise, sondern auch von allen übrigen 
oben erwähnten Beweisen vollkommen verschieden zu sein scheint, 
welche aber nichts desto weniger im wesentlichen mit der 
d'Alemberff^heB. Ubereinstimmt. Den Kundigen empfehle ich, 
diese mit jener zu vergleichen und den Parallelismus zwischen 
beiden klarzustellen : denn in Ktlcksicht auf sie ist der Beweis 
elDzig hinzugeftlgt. 

24. 

Ich nehme an. dass die erste und die zweite Oberfläcbe ge- 
Bun so wie oben über der Ebene der Tigui- i. bezogen anf die 
Axe ( ^ G und den testen Punkt T'. beschrieben seien. Mau 
nehme irgend einen Punkt iu einem Zweige der ersten Linie, 
d. h. ein solehen Punkt, in dem 7'=Ü ist (z. B. irtrend einen 
auf der Axe gelegenen i'uiikti, und schreite, falls in demselben 

3» 
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nicht anch 1^= O ist, Ton diesem Punkte auf der ersten Linie 
nach derjenigen Richtung fort, in welcher die absolute Grösse 
von XJ abnimmt. Wenn zuftUig im Punkte Jf die absolute Grösse 
von 27 nach beiden Seiten hin abnehmen sollte, dann ist es gleich- 
gttltig, nach welcher Seite man fortschreitet; was aber zu thnn 
sei, wenn TJ nach beiden Seiten hin wächst, werde ich sogleich 
angeben. £s ist offenbar, dass, wenn man immer auf der ersten 
Linie fortschreitet, man an einen Punkt wird kommen müssen, 
wo IT = 0 ist, oder an einen solchen, in dem der Werth von U 
ein Minimum wird ; dies sei z. B. der Punkt iV. Im ersten Falle 
hat man erreicht, was gefordert wurde ; im zweiten Utsst sich 
zeigen, dass sich in diesem Punkte mehrere Zweige der ersten 
Linie schneiden, und zwar eine gerade Anzahl von Zweigen, von 
denen die HfUfte so beschaffen bt, dass, wenn man in einen der- 
selben nach einer beliebigen Seite hin abbiegt, der Werth von 
XJ noch weiter abnimmt. (Da der Beweis dieses Satzes eher 
weitläufig als schwierig ist, muss ich ihn der Kttrze halber unter- 
drücken.) In diesem Zweige kann man wiedehim fortschreiten, 
bis 17 entweder = 0 wird, wie dies in Figur 4 bei P eintrifil^ 
oder von neuem ein Minimum. Dann wird man wieder abbiegen^ 
und so muss man endlich zu einem Punkte kommen, in welchem 
(7=0 ist. 

Gegen diesen Beweis könnte der Zweifel erhoben werden, ob 
es nicht möglich sei, dass, wie weit man auch fortschreitet, und 
obwohl der Werth von CT beständig abnimmt doch die Abnahme 
beständig schwächer wird, und jener Wertii gleichwohl keine 
Grenze erreicht; dieser Einwurf würde dem vierten, in § 6 ge- 
machten entsprechen. Aber es würde nicht schwer sein, eine 
Grenze anzugeben, nach deren Ueberscbreiten der Werth von 
immer stärkere Aenderungen erfährt und nicht weiter ab- 
nehmen kann, so dass der Werth 0 erreicht sein muss, bevor 
man jene Grenze erreicht. Aber dies, sowie das Uebrige, was 
ich in diesem Beweise nur andeuten konnte, behalte ich mir zu 
ausführlicher Auseinandersetzung fQr eine andere Gelegenheit vor. 



Die GrundzUge dieses 13eweiseB entdeckte ich zuBegion desOct. 1 <i<~. 
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Zweiter neuer Beweis des Satzes, 

dass jede algebraische rationale ganze Function einer 
Yeränderlichen in reelle Factoren des ersten oder zweiten 

Grades zerlegt werden kann 

von 

C. F. Gauss. 



1. 

Ubgleicli der Beweis des Satzes über die Zerlegung der gan- 
zen alpebraisehen Functionen in Factoren. welchen ich in einer 
vor Hl Jahren veröffentlichten Abhandlung gegeben habe, in 
Anbetracht der Strenge wie der Einfachheit wohl niclits zu wün- 
schen übrip: lässt, so wird es den Mathematikern hofTentlich doch 
nicht inn rwiinscht sein, wenn ich mich von neuem zn dieser 
überau^i wichtigen FraL^e wende und von vollständig verschie- 
denen Prineipien au.s einen zweiten nicht minder strengen Be- 
weis aufzubauen untern» Urne, .lener erste Beweis hängt nämlich 
wenigstens zum Theil von geometrischen Betrachtungen ab, wäli- 
rend derjenige, den ich hier auseinanderzusetzen beginne, auf 
rein analytischen Principien beruhen wird. Die bedeutsameren 
analytischen Methoden , durch welche andere Mathematiker 
wenigstens bis zu jener Zeit hin unseren Lehrsatz zu beweisen 
unternommen haben, habe ich a. a. O. besprochen und ausführ- 
lich dargelegt, an welchen Mängeln sie leiden. Der schwer- 
wiegendste und wahrhaft fundamentale Mangel derselben ist 
allen jenen Versuchen, ebenso wie den neueren, soweit mir die- 
selben bekannt geworden sind, gemeinsam ; ich hal)e al)er schon 
damals erklärt, derselbe erscheine bei einem analvtischen Be- 
weise durchaus nicht unvermeidbar. Sachkenner mögen beur- 
theilen , ob ich das damals gegebene Versprochen durch diese 
neuen Forschungen völlig aasgelöst habe. 
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2. 

Dem liaiiptthema sollen einige einleitende Untersuchungen 
vorausgeschickt werden, einmal, damit eine jede Lücke ver- 
mieden werde, dann, wei! eine eigenartige Behandlung" vielleicht 
auch auf dasjenige, was von Anderen entnommen ist, ein neues 
Licht wird werfen können. Zuerst soll von dem grössten ge- 
meinsamen Theiler zweier algebraischer ganzer Functionen einer 
Veränderlichen die Rede sein. Zuvor erinnere ich daran, dass 
es sich liier stets nur um ganze Functionen handelt; wird aus 
zwei solchen ein Product gebildet, so heisst eine jede ein Thei- 
ler desselben. Die Ordnung des Theilers wird durch den Ex- 
ponenten der höchsten auftretenden Potenz der Veränderlichen 
bestimmt, ohne dass irgend welche Rücksicht auf die numerischen 
Coefficienten genommen wird. Was sich übrigens auf die ge- 
meinsamen Theiler der Functionen bezieht, kann um so kürzer 
abgethan werden, als es durchaus demjenigen entspricht, was bei 
den gemeinsamen Theiler n von Zahlen gilt. 

Sind zwei Functionen Y, Y' der Unbestimmten x gegeben, 
deren erste von höherer oder wenigstens nicht von niedrigerer 
Ordnung als die zweite ist. so bilden wir die folgenden Gleichungen 

Y^qY+ Y\ y = q y" H- T", Y" = q " F" + F'", , . • 

Yif^-i>=:q(t*-i)YW 

dem Gesetze gemäss, dass zunächst Y in bekannter Weise durch 
Y' dividirt wird, dann Y' durch den liest Y" der ersten Divi- 
sion, welcher von niedrigerer Ordnung sein wird als Y'\ dann 
weiter der erste Rest durch den zweiten Y'" u. s. f., bis man 
zu einer Division olme Rest gelangt: dass dies endlich ein- 
treten muss. erhellt daraus, dass die Ordnung der Functionen 
Y', Y", Y'", . . . beständig abnimmt. Dass diese Functionen 
ebenso wie die Quotienten q, q, q\ . . . ganze Functionen von 
X seien, braucht kaum erwähnt zu werden. Hiernach ist klar : 

L Geht man von der letzten dieser Gleichungen zur ersten 
zurück, so ist die Function YO') Theiler der einzelnen vorher- 
gehenden und also sicher gemeinsamer Theiler von Y, 1". 

IL Geht man von der ersten Gleichung zur letzten, so 
leuchtet es ein, dass jeder gemeinsame Theiler der Functionen 
y, y auch die einzelnen darauf folgenden und somit auch die 
letzte y^'*^ theilt. Folglich können die Functionen 1', Y' keinen 
anderen gemeinsamen Theiler höherer Ordnung haben als Y^^O, 
und jeder gemeinsame Theiler derselben Ordnung wie YO*) steht 
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zu diesem in einem ZaliK n\ (nli;ünjisse, so dass Y^^^ selbst als 
grösöter gemciiusamer Theiler betrachtet werden kann. 

III. Wenn von der Ordnung 0, d. h. eine Zahl ist, 
dann kann keine Function der Unbestimmten x im engeren Kinne 
die Fini( ti(ui> 11 Y } ' theilen: in diesem Falle muss man also 
sagen, daää diei^e FnactioneD keinen gemeinsamen Theiler be- 
sitzen. 

IV. Wir ETpit'en aus unseren Gleichungen die vorletzte h*T- 
ans: dann rliniiiiiren wir aus ihr 0 mit Hliire der dritt- 
letzten, dann wiederum y(."~"-'' mit Hülfe der vorhergehenden 
Gleichung u. s. w. Hieraus crgiebt sich 

= — it' y(/*- 3) + r y - 

= -i_ y(/*-4)_;fc'" y(f*-8> 

= — y(f*-*) -4- X:"" Yif*-*) = . . . , 

falls man die Functionen k nach folgendem Gesetze bildet 

r" = ^(^-*>r'-hÄ'', .... 

Daher wird 

vo die oberen Zeichen ftlr dn gerades, die unteren fttr ein un- 
gerades ju gelten. In dem FaUe also, in welchem Y nnd y 
keinen (gemeinsamen Theiler besitcen, kann man anf die ange- 
gebene Weise zwei Functionen ^ der Unbestimmten x auf- 
finden, so dass man hat 

ZY+Z F= 1. 

V. Dieser Satz kann offenbar auch umgekehrt werden, näm- 
lich so, dass, wenn man der Gleichung 

ZY^Z'T=\ 

durch ganze Functionen Z, Z' der Unbestimmten x genügen kann, 
Y und y einen gemeinsamen Theiler sicher nicht haben können. 

3. 

Die zweite Vornntorsnchung soll sich auf äiv Transformation 
der symmetrischen Functionen beziehen. Es m<fg:«n a, b. . . . 
unbestimmte Grössen sein, deren Zahl ;/? ist: wir bezeichnen mit 
X ' die Summe derselben, mit die Summe aus den Froducten 
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von je zweien, mit die Summe ans don Producten von je 
dreien u. s. f., so dass aus der Eutwickiuug des Productes 

(x — (ar — b){z — c] ... 

entstehen möge 

— i' x''' - 1 4- ;i" a:^« - 2 r x"* - ^ 4- . . . 

Die A\ )"y l"' , . . . sind also symmetrische Fonetioiieii der Un- 
bestimmten a,hj . . . d. h. solche» in welchen diese Unbestimm- 
ten in derselben Weise' vorkommen, oder deutlicher, solche« 
welche durch irg^end welche Permntationen dieser Unbestimmten 
unter einander nicht geändert werden. Allgemeiner wird offen- 
bar jede ganze Fnnction yod X\ A", k"', (mOge sie nun diese 
Unbestinmiten allein enthalten, oder noch andere von 6. ... 
unabhängige Grössen einschliessen*) eine ganze symmetrische 
Function der Unbestimmten a^h^c^ .... 

4. 

Die Umkehmng dieses Satzes ist bei weitem weniger nahe- 
liegend. Es sei Q eine symmetrische Fnnction der Unbestimmten 
Uy by Cy ,.,y welche also aus einer gewissen Anzahl von Gliedern 
der Form 

))t-stelit. wobei a,ß,}\ . .. ^aii/e nicht negative Zalih'ii bedeuten, 
und M einen Coefticienteu, der entweder einen festen oder we- 
nigstens, wenn die Function o ausser den Uubestiininten a, i, 
... zufällig nocli andere derartige enthält, einen von (f, />. r. . . . 
unabhängit^en Werth hat. Vor allem setzen wir eine bestimmte 
Ordnung unter diesen einzelnen Gliedern fest, und nehmen hier- 
zu zunächst für die rnbestimmten a. b, . . . selbst eine, an und 
für sich vo11koniin(Mi willkürlielic Ordnuncr an, >tt Uass z. B. </ 
die erste Stelle einniiauit, h die zweite, r die dritte u.s.w. Dann 
theilen wr dem ersten der beiden Glieder 

Ma^bßcy ... und Ma'^'bt^'cr . 

eine höhere Oi diiuii;^ zu als dcui zweiten, wenn entweder a'^a\ 
oder a — a und ,i ^ /f, oder « z= a , ß = f und y > oder 
. . . ist, d. h. wenn die erste nicht verschwindende Differenz der 
Reihe a — a' , ß — ß' , y — ; . . . positiv ausfällt. Weil ferner 
die Glieder gleicher Ordiiuuf; nur hinsichtlich des Coefficienten 
jWsich unterscheiden und also zu einem Gliede zusammengezo- 



Digitized by Google 



rationaler ganzer Functionen. 



41 



gen werden können, so wollen wir annehmen, dass die einzelnen 
Glieder der Function ^ zu verschiedeften Ordnungen gehören. 

Jetzt beachten wir. dass, wenn M ö^^ c'/ . . . unter allnu 
Gliedern der Function o dasjenige der höchsten Ordnnng ist, a 
nothwendigerweise grösser oder d(H ii wenigstens niclit kleiner 
wird als (i. Denn wenn ß^a wäre, dann würde das Glied 
Jlfr'^b^r'/ .. welches o als >vniraetrisclie Kunetiou gleichfalls 
tnthalten muss, gegen die \ oraussetzuug von höherer Ordnung 
sein als Ma'^b^^cy. . . Ebenso wird ß grösser oder wenigstens 
nicht kleiner sein als ferner nicht kleiner als der folgende 
Exponent d u. s. w. : ^omit werden die einzelneu Differenzen 
a — ß, ß — y, (i — ... ganze nicht negative Zahlen. 

An zweiter Stelle erwiigen wir. dass, wenn aus irgend einer 
Anzahl von ganzen Functionen der Unbestimmten a, c, . . . 
ein Product gebildet wird , das höchste Glied desselben gleich 
dem Producte aus den höchsten Gliedern jener Factoren sein 
muss. Ebenso klar ist es, dass die höchsten Glieder der Func- 
tionen X\ l". /."', . . . bezw. a, ab, abCy ... sind. Hieraus folgt, 
dass das höcliste in dem Producte 

vorkommende Glied Ma" bf^r'/. ist; wenn man also^ — p — q' 
setzt, so wird das hucliste Glied der Function (>' sicher vou nie- 
di i- t in Ordnung werden als dai< liöchste Glied der Function o. 
Oiienbar werden aber und folglieli auch ü' ganze symmetrisch»' 
Functionen von n, b. c, ... Wenn man also o' auf gleiche Weise 
behandelt wie vorher o. dann wird es in p' -f- ^ zerlegt, so dass 
p' ein Product aus Potenzen von //, /", /."', . . . w ird mit einem 
entweder fest bestimmten oder doch wenigstens \ on a, b, c, . . . 
unabhängigen ( oefficienten, o" dagegen eine ganze symmetrische 
Function von a, b, ... derart, dass ihr höchstes Glied zu einer 
niedrigeren Ordnung irehört. als das höfliste Glied der Function 
q'. Fährt man in gleicher Weise fort, dann wird q schliesslich 
auf <li*» Form /> p -\~ p" -\- p" + ... gebracht, d. h. es wird 
in eine gauze Function von Ä', Ä", . . . transformirt sein. 

5. 

Den im vorigen Artikel bewiesenen Satz können wir auch so 
ausdrucken: Ist irgend eine ganze symmetrische Function q der 
Unbestimmten b, r, ... vorgelegt, so kann eine ganze Function 
von ebenso vielen Unbestimmten t\ ...angegeben wurden, 
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derart, dass dieselbe durch die Substitutiuuen T = >/, T = k'\ 
1'" = k'", ... in ^ übergeht. Zudem lässt sieb leicht zeigen, dass 
dies nur auf eine einzige Art geschehen kann. Nehmen 
wir nämlich an, dass aus zwei verschiedenen Functionen der 
Unbestimmten T", ... z. B. sowohl aus r als aus r' nach 

den Substitutionen T = A', /" = T , = T', . . . dieselbe Func- 
tion von ö, ^, <?, . . . hervorgehe, dann würde r — r' eine Func- 
tion von r, r', . . . sein, welche für sich nicht verschwindet, 
welche aber nach jenen Substitutionen identisch gleich Null wird. 
Dass dies jedoch widersinnig sei, erkennen wir leicht, wenn wir 
bedenken, dass r — r' aus einer gewissen Anzahl von Theilen der 
Form 

3i/'«r-^r/ ... 

zusammengesetzt sein muss, deren Ooefficienten 31 nioht Ter- 
schwinden, und welche einzeln hinsichtlich der Exponenten 
unter einander verschieden sind, und dass also die höohaten Glie- 
der, welche aus diesen einzelnen Theilen hervorgehen, dnrch 

gegeben werden. Diese besitzen also verschiedene Ordnungen» 
so dass das absolut höchste Glied auf keine Weise zerstört wer- 
den kann. 

Die wirkliehe Rechnung bei derartigen Transformationen 
Iftsst sich übiigens durch mancherlei Abkürzungen wesentlich 
vereinfachen; wir verweilen jdltM h hier nicht dabei, weil für 
unseren Zweck schon die blosse Möglichkeit der Transformation 
ausreicht. 

6. 

Wir wollen nun das Product aus m{m — 1} Factoren 

(a — b) [a — c) [a — ... 
X (& — a) [b — c] b—d) ... 
X {c^a) (c-^b) [c — d] ... 
X {d^ a) d — b) {d — c),,.X.., 

betrachten : wir bezeichnen es durch >r, und nehmen au. da es 
die Lubestimmten r/, b, c, ... svmmetrisch enthält, dass es auf 
die Form einer Function von /.'. k'", . .. gebracht sei. Diese 
Function möge in jj übergehen, wenn 1", l"\ ... an Stelle von 
V, X'\ l"\ ... eingesetzt werden. Nachdem dies geschehen ist, 
nennen wir/» die Determinante der Function 
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y = ^c»» — l'x^'-i + r z»'-^ — ra;'«-» + . . . 
So haben wir z. B. für m 2 

ebenso wird für ?n = 3 gefunden 

p^ — nn -h 4r»r -h 4r3 - is/rr + sir^ 

Die Determinante der Function y ist also diejenige Function 
der Coefficienten l'. T\ 1". welche durch die Substitution 
/' = X\ r = Ä", / " = /. ", ... in das Product aus allen Differen- 
zen je zweier der Grössen b, c, . . . übergeht. In dem Falle, 
dass m = i ist, dass niiiii also nur eine einzige Unbestimmte a 
hat, und dass also gar keine Diflferenzen vorhanden sind, er- 
scheint es geeignet, die Zahl 1 als Determinante der Function y 
anzunehmen. 

Bei der Festsetzung des Begriffes der Determinante war es 
notli wendig , die Coefficienten der Function y als unbestimmte 
Grossen anzusehen. Die Determinante einer Function mit be- 
stimmten Coefficienten 

wird eine bestimmte Zahl P sein, nftmlieh der Werth der Func- 
tion p für r = L',r = r\ r = L"\ . . . wenn wir also vor- 
aussetzen, dass y in Linearfactoren zerlegt werden kann 

oder dass Y ans 

t? = (a; — a)[x — b){x ~c) , . . 

entsteht, indem man a = A, b = B, c d ... setzt, und dass 
durch dieselben Substitutionen l\ /.", k"\ ... bezw.in L\ L", L"\ 
. . . übergehen, dann wird F offenbar gleich dem Prodnete ans 
den Faetoren 

[A-^B) [A—C] (A - D) ... 
X (B — A) {B—C) B — D) ... 
X iC — A) (C—B) [C— C] ... 
X:{D-A) (D^B) (i> — i>) ... X ... 

Es ist also klar, dass wenn P = 0 wird , mindestens zwei der 
Grössen A. B, C, ... einander gleich werden: wenn dagegen 
F nicht gleich 0 ist, müssen alle Grossen A^ B, C, , . , ungleich 

dY 

sein« Wir bemerken nun, dass, wenn wir —z — = Y\ oder 
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setzen, dann herauskommt 

— ^) — O) (iP — 2)) ... 
+ {x — A){x — B) \^ — D) ... 
+ {x^A) [x—B] ix—C) ... 4- 

Weim daher zwei von den Grössen.!,^, C\ ... ein.-nidpr frlei<*h 
sind, z. B. A und dann wird Y' durch x — A theilbar sein^ 
und Y und 1'' besitzen den gemeinsamen Theiier x — ^4. 
Wenn wir umgekehrt voraussetzen, dass Y' mit )' irgend wel- 
chen gemeinsamen Theiier besitzt, dann nius> Y' cymm der Li- 
nearfactoren X — A. X — B, X — C\ ... enthalt (11 z. B. den 
ersten x — A. was sicher nicht geschehen kann, wenn A nicht 
einer der übrigen (J rossen C\ 1), ... gleich gewesen wäre. 
Hieraus folgern wir also die beiden Lehrsätze: 

T.Wenn die Deterniina nte der Function 1' gleich 
0 w i r (i , dann hat V ni i t Y' sicher einen p; e ni eins a ni e n 
Theiier, und wenn also l^und Y' keinen geni einsamen 
Theiier haben, dann kann die Determinante der 
Function 1' ni c lit = 0 se in. 

II. Wenn die Determinante der Fnnction Y nicht 
— 0 ist. können "J'nnd 1" sicher keinen gemein- 
samen Theiier besitzen : oder: wenn l'und 1" eineu 
gemein s amen Theiier haben, mu SS die Determinante 
der Function F gleich 0 sein. 

7. 

Es ist aber wohl zu beachten , dass die ganze »Stärke dieses 
so einfachen Beweises auf der Annahme beruht, dass die Func- 
tion Y in Linearfacteren zerlegt werden könne. Diese Annahme 
selbst ist aber, wenigstens an diesem Orte, an welchem es sich 
um den allgemeinen Beweis dieser Zerlegbarkeit handelt, nichts 
als eine Petitio principii. Fnd gleichwohl ha))en sich vor durch- 
aus ähnlichen Schlüssen nicht Alle gehütet, welche analytische 
Beweise unseres Hanpt -Theorems versucht haben. Den Ur- 
s|)riing s(dchen augenfiilHgen Irrthums kann man schon im Titel 
dieser rntersuclningen seihst erkennen, da Alle nur die Form 
der Gleiclningswurzeln unt» r>iu lit haben, während die unbeson- 
nen voransgeset/.te j-^xistenz derselben hätte l)ewiesen werden 
müssen. Doch über eine solche Art des Vorgehens, welche gar 

I 
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zu wenig mit Strenge und Klarheit im Einklänge steht, haben 
wir in der oben erwähnten Abhandlnng schon hinlänglich ge- 
sprochen. Deshalb wollen wir nunmehr die Sätze des vorher- 
gehenden Paragraphen, deren einen Theil wenigstens wir für 
unseren Zweck durchaus brauchen, auf sicherer Grundlage auf- 
bauen; mit dem zweiten, dem leichteren, beginnen wir. 



8. 

Wir wollen mit q die Function 

7v{x^ b) {x — c) {x — d) . . 

(a — ö) [a — c] [a — dj^r. 
■n[x — a] [x — c) [x — d) . , 



+ 



) (m — h){x — d) , . 



7t (X 



A {x — d) [x — b) [x — c] . . 



4-... 



[d — d) '^ \d — b] ^ \d — cj ^ . , 

bezeichnen, welche, da ja tt dnrcli die einzelnen Nenner theilbar 
ist, eine ganze Function der Unbestimmten x, a, hy Cj * wird. 

Wir setzen ferner -j^ = v\ so dass sieh ergiebt 

ax 

V = X — h] [x — c) ;.r — d) . 
4- [x — a] {x — c] {x — d) . . . 

4" — — ^1 — d) .. . 

-f- [x — d) [x — (.r — f ) , . . -h . . . 
Für w = a wird otVenbar q. v = >t, und daraus schliessen wir, 
dass die Function .r — q i/ durch x — a, ebenso durch x — by 
X — c, ... und also auch durch dasProduct v unbestimmt theil- 
bar sei. Setzen wir also 

;f — Qv 

so wird o eine ganze Function der Unbestimmten x, a, h, . . , 
und zwar, ebenso wie q, symmetrisch in den Unbestimmten r/,^,^, 
... Es können also zwei ganze Functionen r, s der Unbestimm- 
ten X, /', t", . . . gefunden werden, so dass dieselben durch 
die Substitutionen /' = T = /•", = /."', . . . Itezw. in q, a 
übergehen. Wenn wir also, der Analogie folgend, die Function 
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d. h. den Differentialqnotienteii ^ mit y* bezeichnen, bo dass 

y nur Ii durch jene Substitutionen in v übergeht, dann srelifr 
offenbar p — sy - — ry' diiK h dieselben Substitutionen in 
TT - — Gv — Qv d. h. in 0 libtr und mnss also für sich identisch 
verschwinden (§5). Wir haben folglich die identische Gleichung 

Setzen wir demnach voraus, durch die Substitution T = L' , 
r = L'\ r"=L"\ , . . entstehe r = JR, s = 6\ so wird auch 
identisch 

werden ; und da Sj R ganze Functionen von x sind, und P eine 
bestimmte Gr(^sae oder eine Zahl ist, so folgt leicht, dass Fond 
Y' keinen gemeinsamen Theiler haben können , ausser wenn 
P=r 0 ist. Dies ist gerade der zweite Satz ans § 6. 

9. 

Den Reweis des ersten Satzes wollen wir so führen, dass wir 
zeigen, es könne, wenn Y und Y' keinen gemeinsamen Theiler 
haben, P sicher nicht = 0 sein. Zu diesem Zwecke bestimmen 
wir nach den Vorschriften des § 2 zwei ganze Functionen der 
Unbestimmten x etwa /{x) und (p(x) so, dass die identische 
Gleichung 

f(x).Y+q>(x).r=^i 
besteht; diese können wir auch so darstellen 

fix] .v + ip{x),v'^\ +fx. (v^Y)'^tpx. '^^^^^^ . 
oder, da wir ja haben 

V — b)(x — c) (a: — j . . . -f- {5? — a) 

in der Form 

/ ' / \t J»\ i f \ i ^ ^[(^ b){x — c){x </ . . 

^(x^,(x^b)(X'-'C)[x^d),,'^€p{x).{x—a) 

• ,x—u){x—b)(x—c){x^ d),.= i -jr/ix] 1'} -f- (p{x] . ^^^J^^ 
Der Kttrze wegen wollen wir den Ausdruck t 



...... ^le 



rationaler ganzer Functionen. 47 

welcher eine ganze Function der Unbestimmten Xj V,r,r\, . . 
ist, durch 

F[Xf (t ^'f ^" " • • •) 
bezeichnen; dadurch wird identisch 

1 +f{x] . [v - Y] + [X) . ^'^""^ = l-h F (a;, l\ X\ r\ . .) , 

und wir haben daher die identischen Gleichungen 

(p[a].(a — b)(a — c)[a — d) ...= 1 -\-F[a, Ä". Ä"' ) 

9> W .(c — <i){c — ft) (c — rf) . . . = 1 4- f\c, i\ i'\ r\ . . .) 

Nehmen wir folglich an, dass das Produet ans allen 

1 + F{a, l\ l\ r, . . .), 1 + F (6, l\ /'", . . .), 

welches eine ganze Function der Unbestimmten a^h^c, . . . , 
f , r, r'» . . . nnd zwar eine symmetrische Function hinsichtlich 
bf Cf ... wird, durch 

dargestellt werde , so ergiebt sich aus der Multiplication aller 
Gleichungen (i) die neue identische Gleichung 

(2) Tt.cpia) (p(h) fp{r) . . . = t'^f;/, r, r\ . . . r, r, . . .) . 

Es i-'t ferner klar , dasS das Produet (f 'a]ff(h)fp'C' ... die 
Unbestimmten a, h, ... symmctriscli linschliesst , und dass 
man also eine ganze Function der Unbestimmten ... so 

bilden kann, dass dieselbe durch die Substitutionen T = ).\ 
r ^ ):\ r= r', ... in <f'aUf{b)(p[c) ... übergeht. Ist t 
diese Functloui so wird auch identisch 

(3) p<=»/^(r,r,r,...r,r,r,...), 

da diese Gicicimng ja durch die Substitutionen t = ?,', T = l'\ 
= A'", ... in die identische Gleichung (2) übergeht. 

Schon aus der Definition der Function jP selbst ergiebt sich, 
dass man identisch hat 

Fix, L\ L'\L'\ ...) = 0. 
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iiicraus folgt auch identisch 

I -hi* («, r , L\ L"\ . . = 1, i -vF[h, L\ L\ r\ . . ^ 1, 

1 f (cy Ij\ U\ U'\ . . •) = 1, . . M 

und daher wird auch identisch 

1/ 5' i" j'" T' T" T \ I 

und also auch identisch 

I I r, l'" L\ L'\ L"\ . . = 1. 

£s folgt daher aus der Verbindung der Gleichungen (3) nnd (4) 
wenn wir ^' = X', T = L'\ 1" = L"\ . • . setzen 

(5) PT=\, 

falls wir durch T den Werth der Function t bezeichnen, welcher 
jenen Substitutionen entspricht. Da dieser Werth eine endliche 
Grösse werden muss, so kann F sicher nicht = 0 sein. 

10. 

Aus dem Vorangehenden ist nun ersichtlich, dass jede ganze 
Function Y einer Unbestimmten x, deren Determinante = U ist, 
in Factoren zerlegt werden kann, deren keiner eine verschwin- 
dende Determinante hat. Sucht man nämlich den grdssten ge- 

(lY 

meinsamen Theiler der i uncüoueu \ und — ; — auf, so wird 

ax 

hierbei Ii schon in zwei Factoren zerl^. Wenn einer dieser 
Factoren"^; wiederum die Determinante 0 besitzt, möge er auf 
dieselbe Art in zwei Factoren zerlegt werden, nnd auf diesem 
Wege werden wir fortfahren, bis Y endlich in solche Factoren 
aufgelöst vorliegt, von denen keiner die Determinante 0 hat. 

Ferner ttberzeugt man sieh leicht davon, dass unter den- 
jenigen Factoren, in welche Y zerlegt wird, mindestens einer 
von der Eigenschaft vorkommt, dass unter den Factoron seiner 
Ordnungszahl der Factor 2 wenigstens nicht häufiger vorkommt, 
als dies bei der Zahl m geschieht, welche die Ordnung der 



"i In Wirklichkeit kauii nur derjenige Factor, welcher der grübSte 
gemeinsame Tlieiler ist, eine verschwindende Determinante haben. 
Aber der Beweis dieses Satzes würde uns auf mancherlei Abwege 
führen; überdies ist er hier nicht nothwendig, da man den anderen 
Factor, falls auch dessen Determinante verschwinden Ute, auf gleiche 
Art behandeln und selbst in Factoren zerlegen könnte. 
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Fuuciioii y angiebt; wenn also etwa ??i = k.'2" gesetzt wird, 
wobei />■ eine ungerade Zahl bezeichnet, so wird es unter den 
Faetoren von 1^ mindestens einen geben, der zur Ordnung^'. 2*' 
gphr»ren mag, tur welchen bei ungeradem k' entweder v = u 
oder r <' u wird. Die Richtigkeit dieser Behauptung ergiebt 
sich von selbst daraus dass m das Aggregat der Zahlen ist, 
welche die Orduuiig der einzelnen Factoren von 1' ausdrücken. 

11. 

Bevor wir weiter gehen, wolh n w ir einen Ausdruck erklären, 
dessen Einführung bei alicn Untersuchungeu tiber symmetrische 
Functionen den grössten JSutzen gewährt, und der auch ftlr 
unsere Zwecke ilberaus geeignet sein wird. Wir nehmen an, M 
sei eine Function von einigen der ünbcstimmten a, b, . . . : es 
sei i( die Anzahl derjenigen, welche in den Ausdruck 31 ein- 
gehen, ohne Rücksicht auf andere Unbestimnite du etwa in j\f 
noch vorkommen. Werden jene ii Unbestimmten auf alle nur 
möglichen Arten sowohl unter sich als auch mit den m — it von 
a. c, . noch vorhandenen vertauscht, dann entstehen aus 31 
andere, dem 3f ähnliche Aasdrücke und zwar im Ganzen, M 
eingeschlossen, 

m (m — l){m — 2) [m — 3) .... {m — .a-|- 1); 

den Complex derselben wollen wir einfach den Comp lex aller 
3f nennen. Hieraus ergiebt sich von selbst, was unter dem 
Aggregat aller 31, unter dem Producte aller 3f, ... zu verstehen 
sei. So kann z. B. 7C das Product aus allen a — b genannt wer- 
den, V das Product aus allen :c — a^v' das Aggregat aus allen 

V 

, u. s. w. 

x — a 

Sollte zufällig J/ eine symmetrische Function einiger der // 
Unbestimmten sein, die sie enthält, so werden die Perinutationen 
von diesen untereinander die Function J/nicht ändern, weswegen 
in dem Oomplexe aller 31 jedes Glied mehrfach, und zwar 
{1 .2.3. . . r) . mal vorhanden ist, wenn y die Anzahl der Unbe- 
stimmten bedeutet, in denen 31 Symmetrisch ist. Ist aber 31 
nicht allein in r Unbestimmten symmetrisch, sondern überdies 
in ; ' anderen, ferner in v" anderen u. s. f., dann ändert sich 3/ 
nicht, wenn je zwei der ersten Unbestimmten unter einander ver- 
tauscht werden, oder je zwei von den folgenden oder von den 
dritten v" n. s. f., so dass stets 

Osiirald^s KlMsiker. 14. 4 



...... ^le 



50 



Gauss: Faotorenserlegung 



1 . 2 . 3 . . . V . l . 2 . 3 . . . v' . 1 . 2 . 3 . . . f" . . . 



Perinntatioiien ideiiti<*'lic < 'Hedem entsprechen. Behält man also 
von diesen identischen Uiiedern immer nur je eins zarück, so hat 
man im Ganzen 

m{m — i)(m — 2) (i» — 3) .... [m — + 1) 
1.2. 3... f. 1 .2.3...V . l .2.3... r" .... 

Glieder, deren Complex wir den Complex aller J/ ohne 
Wiederholunfren nennen, um ihn so vom ( om p lex aller 3/ 
mit Wiederholungen m unterscheiden . :So oft nichts aus- 
drücklich erwähnt ist, werden wir stets die Wiederholungen 
zulassen . 

Man sieht übrigens leicht ein. dass das Aggre^rat aller 3/, 
oder das Product aus allen 31, oder allgemein irgend welche 
syramefrische Function ans allen M stets *Miie symmetrische 
Function der Unbestimmten a. b, ... wird, mögen nun Wie- 
derholungen zugelassen oder ausgeschlossen werden. 



Wir wollen min das Product aus allen ti — {a -f- //).r -\- ab 
ohne Wiederholungen betrachten, wobei ?/, .r Unbestimmte be- 
zeichnen, und dasselbe durch bezeichnen. Es wird also 5 d^s 
Product aus folgenden -^m [m — 1) Factoren sein 

u — {a+b)x+ab, u — {a+cjx^-acy u — {a+d)x+ad, . 

u — i^^^c)x+bCfU — (b+d]X'\-bd, ; 

« — {c-i-f^i^^ cd, ; 

Da diese Function die Unbestimmten a, b, . . . symmetrisch 
enthält, so lässt sich eine ganze Function der Unbestimmten 
.r, t . r, . . . angeben, welche durch z bezeichnet werden 
soll, mit der Kigenschat't, dass sie in 1.' übergebt, wenn an Stelle 
der Unbestimmten /'. t'. V" . ... eingesetzt wird /.'. /.", . 
Undlich wollen wir durch Z die Function der Unbestimmten 
w, T allein bezeichnen, in welche z übergeht, wenn wir den l u- 
bestiramteu /', . . . die bestimmten Werthc L\ L ", L'", . . . 

zuertheilen. * 

Diese drei Functionen ^, z, Z, können als ganze Functionen 
der Ordnung \ m {m — 1) der Unbestimmten u mit unbestimmten 
Coefficienten angesehen werden ; diese Coel'Hcienten sind 



12. 
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für Functionen der Unbestimmten x. a,h,c,,>, 
für Functionen der Unbestimmten a:, /'. T, . . . 
für Zy Functionen der einzigen Unbestimmten z. 

Die einzelnen OoeificienteD von z werden in die Coeffieienten 
Yon ^ dnrch die SnbBtitntioDeii r ^ X\ t ^ T = r\ . . . 
fibergehen nnd ebenso in die Coeffieienten yon Z durch die Snb- 
stitationen t ^V* ^ Z", = Z*'", . . . Dasselbe, was wir 
soeben fiber die Coeffieienten gesagt haben, gilt anch yon den 
Determinanten der Fnnetionen ^, Z. Gerade diese wollen wir 
genauer nntersuehen» nnd zwar zn dem Zweeke, nm einen Be- 
weis zn erbringen für den 

Lehrsatz. So oft P nicht = 0 ist, kann die Dete r- 
miiiaute der FunctioD Zöiehernicht = ü sein. 

13. 

Der Beweis dieses Satzes würde ausserordentlich einfach sein, 
wenn vorausgesetzt werden dürfte, dass 1' in lineare Factoren 

(x-- A){X'^ B){X'— C)(x — D) . 

zerlegt werden kann. Dann mflsste nämlieh Z aneh das Product 
ans allen u — + -^1^ + -AB werden, nnd die Determinante 
der Fnnetiott Z das Prodnct ans den Differenzen yon je zweien 
der Grössen 

{A-\-B)x —AB. [A-\-C]x~AC , A-\-D)x—AD, 
{B+ 0 r—BC, {B-\-D)x—^BJJ,.,,\ 
[C-^JJ}x— CD,,..; ... 

Dieses Prodnet könnte aber nur dann identisch yersehwinden, 
wenn einer seiner Factoren für sich identisch = 0 wäre, woraas 
folgen würde, dass zwei der Grössen A^ByC... einander gleich 
sind, nnd dass also^ gegen die Yoranssetznng, die Determinante 
der Function Y selbst — 0 wird. 

Wir lassen einen solchen Schluss bei Seite, da derselbe ge- 
rade wie § G offenbar von einer Petitio principii ausgeht, und 
wenden uns sofort zur Darlegung eines strengen Beweises für 
den Satz aus § 1 2. 

14. 

Die Determinante der Function ^ wird das Product aus allen 
Differenzen je zweier (a + — deren Anzahl 

4* 
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^m[m — t)(^7n [m — 1) — l) = -i^ [^^4- l)m(fw— 1) [m — 2) 

beträgt. Diese Zahl giebt somit die Ordnung der Determinante 
der Function C nach der Unbestimmten x an. Die Determinante 
der Function z wird zu gleicher Ordnung gehören, während die 
Determinante der Function Z ganz wohl 2U einer geringeren 
Ordnung gehören kann, sobald einige von den Coeffieienten von 
der höchsten Potens von x ab verschwinden. Unsere Aufgabe 
ist es, ZU beweisen, dass in der Determinante der Function Z 
sicher nicht alle Coeffieienten verschwinden kOnnen. 

Betrachtet man die Difterenzen niiber, deren Product die 
Determinante der Function IT ist, so bemerkt man, d;iän ein Theil 
derselben, nämlich diejenigen Ditferenzen je zweier \a-\-h\x 
— «Ä, welche ein gemeinsames Element besitzen, 

das Product aus allen (a — b){pii — c) 

liefern, während aus den Übrigen, nämlich aus denjenigen Diffe- 
renzen zwischen je zwei {a -\- b)x — a^,. deren Elemente ver- 
schieden sind, 

das Product aus allen [u b — c — d) x — a b -\- c d 

ohne Wiederholungen entsteht. Das erste Product enthält jeden 
Factor a — b offenbar (w — 2) mal, jeden Factor x — c aber 
(m — \)[m — 2) mal, woraus man leicht schliesst, dass der 
Werth dieses Productes 

^m- 2 ^ (!»- 1) (m- 2> 

ist. Bezeichnen wir also das zweite Product durch ^, so wird die 

Determinante der Function L 

Benennen wir femer r diejenige Function der Unbestimmten 
xj, X\r\ . . welche durch die Substitutionen f = A', V^X\ 
V" = X'", . . . in ^ übergeht, und R diejenige Function von x 
allein, in welche r durch die Substitutionen T = L\ V = Jfy 
r* — Ü" fibergeht) so wird offenbar die Determinante der 
Function z 

^ ' - 2 y (m - 1) (m- 2) y 

werden, dagegen die Determinante der i unction Z 

^pm^2 y («»-i)(«»-2) Jf^ 

D;i nun der Aiiiiahine nach P niclit = 0 ist, so handelt es sieh 
jetzt um den Beweis, dass A* nicht identisch verschwinden kann. 



Digitized by Google 



rationaler ganzer Fttnetionen. 



53 



15. 

Zu diesem Zwecke ftthren wir noch eine andere UnbeBtimmte 
w ein und wollen das Prodnet ans allen 

{a + b — c — d)w (a — c) [a — d) 

ohne Wiederholungen betrachten; da dies die a,h,c,... sym- 
metrisch umfasst, so kann es als ganze Function der Unbestimm- 
ten Wy X\ X", l'", . . . ausgedrückt werden. Wir wollen diese 
Functionen mit/(?^', k\ k", l"\ . , .) bezeichnen. Die Anzahl 
der Factoren {a+b — c — c?) w -H (« — c)(a — d) wird 

= ^m{m—\)im — l)[m — 3) 

sein, woraus wir leicht schliessen, daaa 

/(o, r, . . .) = ?r(*»-2K«-8), 

folglich 

/ (0, r, r, r, . . .) = /»»-^x*»-») 

und 

/(O, L', r\ L"\ . . .) =p(w-2)(m-s) 

wird. Die Function /{Wf L'j L'\ L"\ .) muäs im allgemeinen 
zur Ordnung 

im — 1) [m — '2)(m — 3) 

gehören; allein in besonderen Fällen kann sie recht wohl zu einer 
niedrigeren Ordnung gehören, wenn znfiUlig einige Coef^cionf * n 
von der höchsten Potenz von xo ah verschwinden ; es ist jedoch 
unmöglich, dass sie identisch — 0 wird, da, wie die eben ge* 
fnndene Gleichung zeigt, wenigstens das letzte Glied der Function 
nicht yersohwindet Wir wollen annehmen, das höchste Glied 
der Function /(t<?, i', L\ U'\ . . .), welches einen nicht ver- 
schwindenden Coeificienten besitzt, sei Nw^ . Substituiren wir 
nun W's:six — so ist offenbar f [x — a, i', Zr", U'\ . . .) eine 
ganze Function der Unbestimmten jr, a, oder was dasselbe ist, 
eine Function von deren Goef&cienten von der Unbestimmten 
a abhängen : diese Function ist so beschaffen, dass ihr höchstes 
Glied No^ ist ; sie besitzt folglich einen von a unabhängigen 
und von ^uU verschiedenen Ooefficienten. Genau so werden 

f[x — h, L\ L\ L\ . . — i'» ^\ ...)>••• ganze 
Functionen der Unbestimmten Xy welche einzeln als höchstes 
Glied Nx^ besitzen, bei denen aber die Goefficienten der folgen- 
den Glieder bezw. von a, c, . . . abhängen. Folglich wird da& 
Product aus den m Factoren 



...... ^le 



54 Oauas : Factorenzerleguug 

— ö, X . JJ\ U" y . . .), f [t — L\ JL'j U \ . , ,) , 
f[x — c, L\ JJ\ L'\ ...)»••• 

eine ganze Function von deren höchstes Glied sein 
wird, während die Goeificienten der folgenden Glieder von 
c, . . . abhängen. 

Wir betrachteu nun ieraer das Product aus den m Factoren 

f[x—aj, r,i", . . fy—b,r,e;r...], 

welclieö ald Function der Unbestimmten x, ... t . 

die in b, c, . . . symmetrisch ist, mit Hülfe der ünbestimmten 
k' , /,", A'", /", /"', . dargestellt und durch 

bezeichnet werden kann. Es wird also 

^\Xy Ar y Ar y ^ ym»*A,yß»yft y * m mf 

das Prodnet ans den Factoren 

und folglich unbestimmt theilbar durch da, wie man leicht ein- 
sieht, jeder Factor von q in einem jener Factoren enthalten ist. 
Wir wollen daher setzen 

ip (xy i\ A", r'y . . A', r, r', ...]^Qi^{xy x\ r, . . 

wo das Zeichen r'' eine ganze Function andeutet. Hieraus folgt 
aber leicht, dass mau auch identisch hat 

^{XyZ/y U\ LI" , U , U' y LI" y =^ Itlp{XyLt j Li" j Li \ ...). 

Wir haben aber oben bewiesen , dass das Product der Fac- 
toren 

f{pli Üy L' , L'\ L"\ .1 f[X L y Li' y L"'y . . .) , 

{X — " Lt y Li y Lt ,...), 

welches = f/) (x, X\ r, A'", . . . Z', L\ L'\ . . .) wird, als höch- 
stes Glied N"^x^'^ besitzt; folglich wird die Fonction L\ 
L"y V*y . . X', L"y L"\ . . .) dassolbc höchste GUed besitzen 
und also sicher nicht identisch = 0 sein. Deswegen kann auch 
R nicht identisch — 0 sein, and ebenso wenig die Determinante 
der Function Z, 
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10. 

Lehrsatz, Bedeutet q>(% x)"*] dasProdact aus einer 
beliebigen Anzahl Ton Factoren, welche in u, x nur 
linear und also 7on der Form 

sind, und ist w eine andere Unbestimmte, dann wird 
die Function 

durch unbestimmt theilbar werden. 

Beweis. Setzen wir 

(p (w, x\ == ,« 4- ßu yx)Q^ {a ß'u-\- y x) Q 

so werden Q\ Q", . . . ganze Functionen der Unbestimmten 
«, ar, a, y, a', y', a", /J", y", . . . werden, und man erhält 

du (u,x) ,dQ frk' % t f X o> I f xdQ' 

=yQM« + ßu + yx. ^yQ+(a+ßu + Yx)-^ 

u . dQ" 



= y Q H- ,a + ß u -i- y X) , 



= ,r Q" + « + ^' « + /' o:) - 



Setzt man diese Warthe in die Factoren ein, ans denen das 
Product i2 gebildet wird, nämlich in 



w 



du 



a ^ßu + yx-hßw-'^^^y w - 

n , , " , d(p[u,x) „ dfp{u,x 
et 4-^:^ ?<4-y a:4-/XtC" '-^^^ — y — ' 

*) Auch ohne besonderen Hinweis erkennt wohl jeder Leser, dass 
dio im voriüren § eiiii^etuhrten Zeichen ant' jenen einzig^en Paragraphen 
zu beöcliriiiiken sind, und ebenso, dasj» die ieUi^e mit der früheren 
Bedeutung der Zeichen tp, w nicht rerwechselt werden darf. 
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so erhalten dieae die folgenden Werthe 

80 dass also £i das Product aus q> {u, x) and den Faetoren 
,,^dQ dQ dCK , rfO' 

^^^'^^-y '' du'--- 

wird» d. h. ans q>{Uf x) und einer ganzen Function der Unbe- 
stimmten f#, X, fOf er, ßf y, a', /l^', /, a", . . . 

17. 

Der Lehrsatz des vorigen Paragraphen ist offenbar anf die 
Function ^ anwendbar, welche wir von jetzt ab durch 

bezeichnen wollen, so dass 

/(u+tof^,x-to^,x',i",r;...) 

dnrch r unbestimmt theilbar wird; den Qotienten, welcher eine 
ganze Function der Unbestimmten u, x, tv, a, l, c, . . . und zwar 
in bt €, ... symmetrisch sein wird, wollen wir durch 

Ip (Uy Xy tC, /. , l y /. , ' ■ '} 

darstellen. Hieraas schliessen wir, dass mau auch identisch erhält 

f u + wj^, — u?^, r, r, .. .) = z.tp (w, Xy w, i\ r, r, , . 

und ebenso 

^^^^'dx'^'^'^'du' ' ' ,...}=^Z.ip,u,x,w,L,L,L , 

Wenn man also die Function Z einfach durch F(t«, x) bezeichnet, 
so dass man hat 
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f X, L'f L", L"'j . ..) =F[U, x], 
dann wird identisch 

^i"* + '^S» S) ^ ^""^ • • • 



18. 

Setzen wir daher voraus, dass bestimmte Werthe von 
etwa u= x = X 

dx * 'du 

liefern, daiiii wird identisch sein 

So oft U Dicht verschwindet, wird man 

X — x 
w ^ 

setzen können, woraus dann hervorgeht 

XX' X'x X X 

\ U -f- ~p ^^jjr , Jr] = F[ U, X . (// i L\ X, - , Z', X", i.'", 

und dies kann auch so ausgesprochen werden; 

XX' X' ^ 

Setzt man = U-^- ^^^jp , dann geht die Function 

Z Aber in 



19. 

Da in demjenigen Falle, in welchem P nicht =0 ist, die 
Determinante der Function Z eine nicht identisch verscliwin- 
dende Function der Uubestinimteii ist, so wird die Anzahl der 
bestimmten Werthe von r, für welche diese Determinante den 
"Werth 0 erlangen kann, eine endliche Zahl sein : es können also 
unendlich viele Werthe der Unbestimmten x angegeben Averden, 
welche jener Determinante einen von 0 verschiedenen Werth er- 
theilen. X sei ein solcher Werth von x^ (den wir überdies als 
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reell voraussetzen können). Es wird also die Determinante der 
Function F[i(, X) nicht = 0, nnd daraus folgt, gemftss Lehrsatz 
II., § 6, dass die Functionen 

F% X) und — - 

keinen gemeinsamen Theiler haben können. Wir wollen ferner 
Yoranssetzen , dass es einen bestimmten Werth V von n giebt, 

welcher reell oder imaginär, d. h. von der Form ff /t ] — 1 
sein kann, uud welcher Fm, X) — 0 macht, so dass also 
F{U, X] = 0 ist. Es wird dann u — Celn unbestimmter Factor 

der Function Flu, K) , und folglich wird die Function 

sicher nicht durch u — (' theilbar. Kehmeu wir aUo an, daaa 

diese Function ' den Werth XT erhalte, wenn n = 

du 

gesetzt wird, so kann sicher ü' nicht == 0 sein. Offenbar wird 

dZ 

aber V der Werth des (Quotienten bei partieller Differen- 
tiation für sss 17, 2r = X : wenn wir also ttberdies den Werth 

dZ 

des Quotienten -r— bei partieller Dittereutiatiou für dieselben 

ax 

Werthe von x mit X' bezeichnen, so ist es nach dem im vo- 
rigen Paragraphen Bewiesenen klar, dass die Function Z durch 
die Substitution 

— ^ X X^ X. X 

W = T Jr7~ 

identisch verschwindet, nnd also unbestimmt theilbar durch den 
Factor 

X l,. XX \ 

« + ^^— \^ 4- jf-\ 

wird. Setzt man daher u = X', so wird offenbar F{x^y x) durch 

.^+f:..-(r+^) 

theilbar und erhält demnach den Werth 0), wenn fflr x eine 
Wurzel der Gleichung 

+ ^,x — 1 r 4- = 0 
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d. h. 



genommen wird. Diese Werthe sind offenbar entweder reell 
oder in der Form ^ A V — 1 enthalten. 

Jetzt kann man leicht beweisen, dass di.icli dieseU'»'n Werihe 
von X auch die Function Y ver>rli\\ ind« ii muss. nii offenbar 
htf'.r-. .r, /". ... da.-^ l*roducl auö all« 11 r~,f] r — f/^ 
ohne Wiederholungen und somit = t'"*~'. Hieraus folgt soiort 

/ z. / r, l". ... =y^'-' 

oder F x^, X = 3^'»— i; ein .Specialwerth dieser Function kann 
also nicht verschwinden, wenn nicht zugleich der Werth von Y 
veraehwindet. 

20. 

Durch die bisherigen Untersuchungen ist die Ldäung der 
Gleichung 1*=:= 0, d. h die Auffindung eines bestimm t^n Werthes 
Ton X, welcher der Gleichung genflgtnnd entweder reell oder unter 

der Fonn g-^h\ — 1 enthalten ist, auf die Lösung der Glei- 
chung F 'u. X) = 0 aurflckgefllhrt. sohald die Determinante der 
Function y nicht = 0 wird. Es möge bemerkt werden, da^s. 
wenn alle Coelficienten in y d. h. die Zahlen L\ X"*, . . . 
reelle Grössen sind , auch alle Coeffieienten in F er, X reell 
werden, &lls man, wie es erlaubt ist« für X eine reelle Grosse 
aogentommen hat. Die Ordnung der Hfllfs-Gleichung Ffi. X) 
=s 0 wird durch die Zahl \ m m — 1 ausgedrückt : ist also m 
eine gerade Zahl von der Form l^k, wobei k unbestinunt eine 
ungerade Zahl anzeigen soll . so wird die Ordnung der zweiten 
Gleichung durch eine Zahl von der Form h ansgedrfickt. 

In demjenigen Falle , in welchem die Function 1' eine De- 
terminante = 0 besitzt, wird nach § 10 eine and^^re Function |) 
angegeben werden können, welche jene theilt, deren Determi- 
nante nicht 0 L»t. und deren Ordnung durch eine Zahl 2' k 
ausgedruckt tnrd. so dass entweder r<^a oder v = uVA, Jede 
beliebige Lösung der GleiehuDg ^ = 0 wird auch der Gleichung 
y 2= 0 genügen : die Lösung der Gleichung f) = 0 wird wieder- 
um auf die Löt^ung einer anderen Gleichung reduclrt. deren Ord- 
DtiDg durch eine Zahl von der Form 2^*'^ k an -^^e drückt wird. 
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Hieraus scbliessen wir also, dass allgemein die Ldsnng jeder 
Gleichnng, deren Ordnung dnrcb eine gerade Zabl der Form 
2t* A ausgedrückt wird, auf die h&mng einer anderen Gleichung 
redncirt werden kann, deren Ordnung durch eine Zahl von der 
Form 2f*'k ausgedrückt wird, wobei /u' <[ ist. Falls diese 
Zahl auch jetzt noch gerade ist, d«h. falls nicht ft* — 0 ist, wird 
diese Methode von neuem angewendet werden, und so werden 
wir fortfahren, bis wir zu einer Gleichung kommen , deren Ord- 
nung durch eine ungerade Zabl ausgedrückt wird ; die Ooeffici- 
enten dieser Gleichung werden sammtlich reell sein, wenigstens 
sobald alle Ooefficienten der ursprünglichen Gleichung reell 
gewesen sind. Es ist aber bekannt, dass eine solche Gleichung 
ungeraden Grades sicher lösbar ist» und zwar durch eine reelle 
Wurzel. Folglich werden auch die einzelnen vorhergehenden 
Gleichungen lösbar sein, sei es durc h reelle Wurzeln, sei es durch 

solche von der Form </ ^ V — 1. 

Es ist also erwiesen, dass jede Function Y von der Form 
— Z'a:«-* + L''x*^-i^ \ wo L\ L'\ . . . bestimmte 

reelle Grössen sind, einen Factor x — A besitzt, wo^ eine reelle 

oder eine unter der Form y -f- h \ — i enthaltene Grösse ist. 
Im zweiten Falle erlangt, wie man leicht einsieht, Y den Werth 

0 auch durch die Substitu tion x ~ g — h V — l und ist folglich 
auch durch x — {g — ÄV — 1) theilbar und deshalb auch durcli 
das Product x^ — 2gx -\- -\- h'^. Daher hat jede Function Y 
sicher einen reellen Factor ersten oder zweiten Grades. Weil 
dasselbe wiederum von dem Quotienten gilt , so ist es offenbar, 
dass y in reelleFactoren ersten oder zweiten Grades zerlegt wer* 
den kann. Dies nachzuweisen war der Zweck dieser Abhandlung. 
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Dritter Beweis des Satzes 

aber die Zerlegbarkeit ganzer algebraisoher Funotioiieii 

in reelle Factoren 

von 

C. F. Gauss. 

tr^^änzung der vorbei g uheuden Abhandlung. 



Nachdem die vorhergehende Abhundlung schon gedruckt 
^ar, führte mich fortgesetztes Nachdenken über denselben Gegen- 
stand anf einen neuen Beweis des Satzes, welcher ebenso wie der 
vorhergehende rein analytisch ist, sich aber auf ganz verschiedene 
Principien stützt, und hinsichtlich der Einfachheit jenem bei 
-weitem überlegen erseheint. Diesem dritten Beweise seien nnn 
die folgenden Seiten gewidmet. 

1. 

Gegeben sei folgende Function der Unbestimmten x: 

X = x"* + » -f- Bx'"-'^ -^Cx*''-^ -j- ... Lx-\-Lx-i-M, 

deren Coefficienten reelle bestimmte Grclssen sind. 

Unter (p verstehen wir andere Unbestimmte und setzen 

cos w y + ^1 ' ~ ^ cos (;;? — \)(f -\-B r"' ~ 2 cos hn — '2](p 

r"* sinnig)-^ Ar*"" ^sm {?/? — 1 ) y 4-J5/*"*~2 sin {m — 2] <p 

-h Cr"'~3 sin (m — 3) y + . . . -f- Lr sin ^ = » 

wr»*co8mr/) + (m — l)-4r*""'cos {m—\)<P'}-{m — 2)Br^"2 
cos >— 2)cp -f- (w— 3) Or^-^cosim — 3 7> -f- . . . -hircos^ = 

m 7*^" si» mfp-\- (m — 1 ) ^ r"' ~ ^ sin im — 1 ) -f- [m — 2) ß;-"' ~ ^ 
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i»2r"* cosm f/ + [m — l )Ki r'" ~ ^ cosi m — 1 ) (p + (w— 2)2 J5r'"-2 
co8(m — 2]9+(»» — 'd)^Cr"*^^co9(m^'6](p + ,,, + Lreos(p=t' 

m^f^mm(f -|- (m— l)«^r^-«8m(m — l)f/^ + {m— 2)^39^"^ 

r 4- w^j ~" ^' 

Den Faetor r kann man offenbar ans dem Nenner der letzten 
Formel wegheben, da t\ u , u" daroli ihn theilbar sind. End- 
lieh sei R eine bestimmte positive Grösse, die zwar willkürlich 
sein, aber doch die höchste der Grössen 

m A V2 , i/mByi, ifmüy/l, fmDVl, . . . 

übcrireffen soll; bei diesen Grossen soll von den Vorzeichen von 
A. B. C. T). ... abgcesehen werden, d.h. die etwa vorkommen- 
den negativen sollen in positive verwandelt werden. Nach diesen 
Vorbereite no^en behaupte ich: dass ff -\- uu sicher einen posi- 
tiven Werth erhält, wenn /• = Jl gesetzt wird, welcher (reellei 
Werth dem g) anch zuertheilt werde. 

Beiveis. Wir wollen setzen 

i?^» cos 45*^ + ^ - 1 cos (4 5'^ + y ) + 7.' - ^ cos ; 4 5*^ 4- 2 c/)) 
4- 6'ii"*-3co8 (45^-|-3<p) + ... 4-Xi<;cos (45^' + (m— i)(p) 

+ M cos (45*'4-m9?j = Ty 

^ sin 4 5*> H- ^ i?»- 1 sin (4 5*» 4- + BBf^- « sin (45^ + 2<p) 
+ <7Ä^-^»sin (45^4- 3 f/)) -f- . + XÄ8in(45*'+ (m— • 1 ) rp) 

-h 3f sin {ib^^mcp) = 

mM'" cos A:y''-{~ m— 1 j .4 ii"' " 1 cos ,45''4-(/ : + [^n ^'DBB'"-'^ 
cos (4 5" 4- 2 9?; 4- (jw — 3] C M'" - 3 cos ( 4 5" 4- 3 ) 4- . . . 

-i-LJi cos (4 5« 4- (w— l ; rp) = T, 

mÄsin45°4- 1) • sin (45^ + ^H-(m— 2)jöÄ"*-2 
sin (45**4-2 9) + (m— 3) Cir»"=^sin(45°4- 3 ^) 4-... 
4"-Li^sin(45°4- (m— -l) ü'y 

dann folgt oÜenbar ; 

I. T ist aus den Gliedern zusammengesetzt 
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-^^-;=^ (i2 H- w ^ K 2 . cos (4 5^ H- f/?) ) 
. ^ (i22 4- /«i^ V 2 cos ^4 5" H- 2 ip] ) 

-L — -=r (Ä^ H- j»2>V2 co8(45*>-r 1 v)) 4- M 
^ »iV2 

welche für Jeden bestimmten reellen Werth von <p. wie mau 
leicht sieht, einzeln positiv wer<leii : Ii mii^;^ 7" einen posi- 

tiven Werth annehmen. Auf ähnliche Ai-i wird bewiebeu, dass 
auch Uy T\ V positiv werden, so dass auch IT' Uü' 
eine positive Urüsse werden mass. 

11. Für r = Ii gehen die Functionen ^, t'y u , bezw. in 

Tcos (45^ J^m(p] + CT sin (45<* + my), 
T sin (45° + »2r/^^; — l7co8(45*» H- my), 
2" 008(45° 4- f/>) + V sin (45*» + »17)), 
2" sin (45" 4- m^)) — ?7' cos (45° -h 

über, wie durch wirkliche Kntwiekelung: leicht gezeigt • wird . 
Folglich wird der Werth der Function tt' -\-uu für r = H 
gleich TT' Z^U und also eine positive (Jrr.sse werden. 

Uebrigens schliessen wir aus denselben t ormeln . dass der 
Werth der Function f- u- für r = Ii gleich T ~ + ^ ' ^^ti^^ 
also positiv wird, und daraus folgt, dass für keinen Wer th von r, 

welcher grdSBer ist als die einzelnen Grossen m^V2, VmBViy 

ym €\i> • • • > zugleich ^ = 0, w = 0 aein kann. 



2. 

Lehrsatz. Innerhalb der Grenzen r = 0 und r~R 
sowie = 0 und (p = 360° giebt es sicher solche 
Werthe der Unbestimmten r, c/), für welche zugleich 
^-=0 und u=(S wird. 

Beweis. Wir wollen annehmen, der Lehrsatz sei nicht 
richtig ; es ist oifenbar , dass der Werth von t- -\- ftir alle 
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Werthe der Unbestimmten mnerh»ll> der angegebenen Grenzen 
eine positive Grdsse werden mnss, sodass der Werth von y stets 
endlich ist. Wir betrachten das Doppelintegral 



von r — 0 bis r = B und von (p — ö h]> <f = erstreckt, 
welches ul.^u eiueii endlichen, vollkomiuen ijesiimniten Werth *'v- 
langt. Dieser Werth, den wir durch ^2 bezeichnen wollen, muss 
erhalten werden, gleichgültig, oh man die Integration zuerst nach 
tp und dann nach r oder in eingekehrter Ordnung ausführt. 
Wir haben aber unbestimmt, wenn wir r als Constante be- 
trachten, 



wie durch DitVereutiatiou nach (p leicht bestätigt wird. Eine 
Constante ist nicht hinzuzufügen . falls wir voraussetzen . dass 
die Integration vou <p = 0 beginnt, da man ja für (p = 0 erhalt 



genommen = 0, während r unbestimmt bleibt. Uierans folgt 
aber i2 := 0. 

Ebenso haben wir unbestimmt, indem wir q> als constant be- 
trachten, 



wie ebenso leicht durch Differentiation nach r bestätigt wird ; 
anch hier braucht keine Constante hinzngeftlgt zu werden, falls 
man die Integration mit r ^ 0 beginnt. Deshalb wird nach dem im 
vorigen Paragraphen Bewiesenen das von r « 0 bis r = \R ans- 



< inc positive Cirusse. Folglich wird auch U d. h. der Werth des 
Integrals 









von (p = 0 bis (p 



3GU** geuomnieu. nothweudig eine positive 
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Grösse. *) Dies ist widersinnig, da wir dieselbe Grösse vorher 
= 0 gefunden haben. Unsere Voranssefzung kann daher uiciit 
zutreffen, und damit ist die Richtigkeit des Satzes erwiesen. 

Die Fnnetion X geht jdurch die Substitntian x = r(imq> + 

sin <p V — 1) in t-^-u V — 1 nnd dnreh die Substitution a; = r 

(cosr/^ — sin (p\ — 1) in t — uV — l über. Wenn also lur be- 
stimmte Werthe von f\ fp etwa fftr r = g, (p = G zugleich 
t~{),u=i) entsteht, (und dass es solche Werthe giebt, ist im 
vorigen Paragraphen nachgewiesen worden), dann erhält X für 
jede der Substitutionen 

z^g (cosG + tmG,\ — 1), a; =^;co8(t — nnG.V — l) 
den Werth 0, und wird folglich unbestimmt dnrch j 

X — g (coöCr -f- sin6r. \ — 1) 
und ebenso durch x — g (cos Cr — sinG.F — 1 ) 

theilbar. So oft sin6r nicht» o ist, noch g = 0, sind diese Diri- 
soren ungleich, und X wird folglich aneh durch ihr Prodnct 

— 2 g cos G.x-\'g'^ 

theilbar sein ; sooft aber entweder »n G^O nnd also cos G=± 1 
oder g^O ist, sind jene Factoren identisch, nämlich ^x-+-g. 
Es steht also fest , dass die Fnnction X einen reellen Divisor 
zweiten oder ersten Grades besitzt ^ und da derselbe Schlass 
wieder für den Quotienten gilt, so ist X vollständig in solche 
Factoren auflösbar. 

I*- 

Obwohl wir im Vorangehenden die von uns unternommene 
Aufgabe vollständig zu Ende geflihrt haben , so wird es doch 

*} Dies ist an und fttr sieb klar. Uebrigens wird als unbestimm* 

tes Integral leicht mcf -f 45" — arctang ^ ermittelt, und man kann 

auf «nd erein We^e beweisen, fdoTm nnund für sich ist e«i noch nicht 
zu übersehen, welchen von den unendlich vielen Wertheu der mebr- 

werthigen Function arc tang » die zu 9> « 360^ gehören^ man wählen 

muss), dass der Werth, welchen man bei der Integration für ip^Z^Ü^ 
erhält, « m . 3 CO*' oder — 2 „i7i gesetzt werden muss. Aber dies ist 
für unseren Zweck nicht uothwendig. 

0*twftia*8KlMBU(er. 14. 5 
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nicht überflüssig sein, noch Einiges über die Schlussfolgerimgen 
des § 2 hinzuzufügen. Von der Voraussetzung aus, dass i und w 
für keine Werthe der Unbestimmten r, y zwischen den dort an- 
gegebene]) Grenzen zugleich verschwinden, sind wir in einen 
unvcrmciillichen Widersprucli verfallen, woraus wir die Unrichtig- 
keit der Voraussetzung selbst erschlossen haben. Dieser Wider- 
spruch muss also aufhören, wenn es wirkliuli Werthe von r, (f 
giebt, ftlr welche i und u zugleich — 0 werden. Um dies noch 
weiter zu veranschaulichen, bemerken wir, dass für solche Werthe 
^2-f-t/2— 0 und also y uucudlich wird, so dass es nicht länger 

erlaubtist, das Doppelint ep^ral d?' dtf als angebbare Grosse zu 
behandeln. Im Allgemeinen giebt, wenn |, ly, t die Coordiuaten 

Ton Baampunkten bezeichnen, das IntegrsX ff ydr dg) das Vo- 
Inmen eines Körpers, welcher dnrch die ALuf JBbeaen begrenzt 
wird, deren Gleiehnngen 

sind, und durch eine Fläche, deren Gleichung C=y ist, wenn 
man diejenigen Theile des Körpers als negativ betrachtet, in 
denen die Coordinateu ^' negativ sind. Aber hier wird still- 
schweigend angenommen, dass die sechste Fläche stetig sei ; 
wenn diese Bedingung dadurch fällt, dass unendlich wird, kann 
es ganz wohl geschehen, dass Jene Auffassung keinen Sinn 
mehr hat. In diesem Falle kann von der Au8wei*thung des 

lntegTa.h ffydrdfp keine Kede sein, und deshalb ist es nicht 
wunderbar, dass analytische Operationen, in blindem Rechnen 
auf nichtige Dinge angewendet, zu Widersinnigem iübren. 

Die Integration r^cfr/) = ist nur so lange eine 

wirkliche Integration d. h. Summation, alszwisehen den Grenzen, 
in denen man integrirt , y ttberall eine endliche Grösse ist , da^ 
gegen wird sie widersinnig, wenn y irgend wo zwischen jenen 
Grenzen unendlieh wird. Wenn wir ein solches Integral fv^d^, 
welches im Allgemeinen die Flftche zwischen der Abscissenaxe 
und der Cnrve angiebt, bei Welcher die Ordinate zur Abscisse k 
gehört, nach den gewöhnlichen Regeln entwickeln nnd dabei 
der Stetigkeit nneingedenk sind, so kOnnen wir uns sehr oft in 

Widersprüche verstricken. Setzen wir z. B. J7 = |2, so liefert 
die Analysis als Integral C — ^, wodurch dicFlftche richtig an- 
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gegeben wird, so lange dio Curve ihre Stetigkeit bewahrt ; da 
diese bei § = 0 unterbrochen ist, so würde, wenn Jemand uq- 
gereimter Weise nach der Grösse der Fläche von einer negativen 
bis zu einer positiven Abscisse fragte, aus der Formel die wider- 

hiunige Anlwurt folgen, dieselbe sei negativ. Was aber diese 
und ähnliche analytische Paradoxen bedeuten, das soll bei einer 
anderen Gelegenheit ausführlicher verfolgt werden. 

Hier möge nur noch eine einzige Bemerkuug aTigctü^^t wcrd* ti. 
Werden Fragen ohne irgend welche E i n s chrän un g vor- 
legt, welche in gewissen Fällen widersinnig werden können , so 
hilft sich die Analysis sehr häufig dadurch, dass sie eine zum 
Theil unbestimmte Antwort giebt. Wenn wir z. B. das Ii\tegraL 

Jf }ßdrdq> von r = e bis r = /und q>-=iE)mq> erstrecken 

u 

and den Werth von — 

far r = 6, q) = E durch 0 
r^By (p^F & 

bezeichnen, so erhält man leicht durch analytische Operationen 
den Integralwerth 

arc tang 0 — arc tang 0' — arc tang 0" + arc tang Q"\ 

Das Integral kann in WirkUehkeit nur dann einen bestimmten 
Werth haben, wenn y zwischen den angegebenen Grenzen stets 
endlichbleibt Dieser Werth ist in der angegebenen Formel sioher 
enthalten, aber er ist durch dieselbe nicht völlig bestimmt, da ja 
der arc taug eine mehrwerthige Function ist, und es muss weiter 
durch andere, übrigens nicht schwierige Betrachtungen entschie- 
den werden, welche Fonctionalwerthe in einem bestimmten Falle 
zu bevorzugen sind. Wenn dagegen y irgend wo zwischen den 
angegebenen Grenzen unendlich wird, dann ist die Frage nach 

dem Werthe des h\ie^Yahff i/drd<p widersinnig. Dies hindert 
nicht, dass, weim lüiiii durchaus eine Antwort aus derAnalysis 
herauspressen will, verschiedene Methoden bald <lies bald jenes 
geben, wobei die einzelnen Werthe unter der vorher gegebenea 
allgemeinen Formel enthalten sind. 
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Beiträge 

zur 

Tbeorie der algebraMen Gleicbuagen. 



Die im Jahre 1799 erscbienene Denkschrift, Demonstra- 
tio n u \ ;i thcorematis, omnem functioiicm alj^ebrai- 
cam rationalem integiam uniiis variabilis iu factorcs 
reales p rimi V el secuii (Ii gradus resolvi posse, hatto 
einen doppelten Zweck, nämlich erstens, zu zeigen, dass sämmt- 
liclie bis dahin versuchte Beweise dieses wichtigsten Lehrsatzes 
der Theorie der algebraischen Gleichungen ungenügend und 
illu.-)üriscli sindj und zweitens, einen neuen vollkommen strengen 
beweis zu »-eben. Es ist unnöthig, auf den ersteren Gegenstand 
noch eiiiiiial zurückzukommen. Dem dort gegebenen neuen 
Beweise habe ich selbst später noch z\vv\ audere folgen lassen, 
und ein vierter ist zuerst von Cauchy aufgestellt. Diese vier 
ücweise beruhen alle auf eben so vielen verschiedenen Grund- 
lagen, aber darin kommen sie alle übereiu, dass (Iure h jeden der- 
selben zunächst nur das Vorhandensein eines l'actors der l)e- 
treffenden Function erwiesen wird. Der Strenge der Beweise 
thut dies allerdings keinen Eintrag ; denn es ist klar, dass, wenn 
von der vorgegebeueu Function dieser eine Factor abgehtset wird» 
eine ähnliche Function von niederer Ordnung zurückbleibt, auf 
welche der Lehrsatz aufs neue angewandt werden kann, und 
dass durch Wiederholung des Verfahrens zuletzt eine vollstän- 
dige Zerlegung der ursprünglichen Function in Factorcn der be- 
zeichneten Art hervorgehen wird. Indessen gewinnt ohne Zweifel 
jede Beweisführung eine höhere Vollendung, wenn nachgewiesen 
wird, dass sie geeignet ist, das Vurhandensein der sämmtlichen 
Factoren iinmittelbar anschaulich zu machen. Dass der erste 
Beweis in diesem Fall ist. habe ich bereits in der gedachten 
Denkschrift angedeutet (Art. 2;)), ohne es dort weiter auszu- 
führen: dies soll jetzt ergänzt werden, und ich benutze zugleich 
diese Gelegenheit, die llauptmomente des ganzen liewei.se.s in 
einer abgeänderten und, wie ich glaube, eine vergrösserte Klar- 
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heit darbietenden Gestalt zu wiederholen. Was dabei die äussere 
Einklddnng des Lehrsatzes selbst betrifft, so war die 179 w ge- 
brauchte, daas dieFnnction +Jla^"i+J?ar*"2+... sieh in 
reelle Factoren erster oder aweiter Ordnung aerlegen Iftsst, da- 
mals deshalb gew&hlt, weil alle Einmischung imaginärer Grössen 
TCimieden werden sollte. Gegenwärtig, wo der Begriff der com- 
plexen Grössen jedermann geläufig ist, scheint es angemessener, 
Jene Form fahren an lassen nnd den Satz so ansznsprechen, dass 
jene Function sich in n einfache Factoren zerlegen lasse, wo 
dann die constanten Theile dieser Factoren nicht eben reelle 
Grössen an sein brauchen, sondern fttr dieselben auch jede com- 
plexen Werthe zulässig sein müssen* Bei dieser Einkleidung 
gewinnt selbst der Satz noch an Allgemeinheit^ weil dann die Be- 
schränkung auf reelle Werthe auch bei den Coefficienten A, B, ... 
nicht Torausgesetzt zu werden braucht, vielmehr jedwede Werthe 
fttr dieselben zulässig bleiben. 

1. 

Wir betrachten demnach die Function der unbestimmten 

Grösse u: 

woA)B, ... My ^bestimmte reelle oder imaginäre Ooefficienten 
Yorstellen. Aus der Elementaralgebra ist der Zusammenhang 
zwischen den Wurzeln der Gleichung XsssO nnd den einfachen 
Factoren von X bekannt. Geschieht nämlich jener Gleichung 
durch die Substitution x—p Genäge; so vAx—p ein Factor 
von X, und giebt es n verschiedene Arten, jener Gleichung Ge- 
niige zu leisten, nämlich durch x^p, x^p\ x^p**, . .., so 
wird das Product [x — p](x — p') [x — p") ... mit X identisch 
sein. Unter besonderen Umständen kann aber auch eine Auf- 
lösung, wie 4? =/>, in X den Factor [x — p]^, oder (x — 
oder irgend eine höhere Potenz bedingen, in welchen Fällen 
man die Wurzel p wie zweimal,'* dreimal u. s. w. vorhanden be- 
trachtet. 

Verlangt man alsu dlu den Beweis, dass die Function X ge- 
wiss einen einfaclieu Factor zulasse, so ist es zureichend, nur 
das Vorhandensein irgend einer Wurzel der Gleichung X = 0 
nachzuweisen. Soll aber die vollständige Zerlegbarkeit der 
P^unction in einfaclie Factoren auf einmal bewiesen werden; so 
muss gezeigt werden, daüs der Gleichung = 0 Genüge geleistet 
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werden kann, entweder durch n angleiche Werdie von x , oder 
dnrch eine zwftT geringere Anzahl nngleieherAnflOsnngen, wovon 
aber ein Theil die Charaktere der mehrfach geltenden gleichen 
Wnrseln dergestalt an sieh trftgt, dass die ZnsammenaShlimg 
aller ungleichen und gleichen die Totalsnmme — n hervorbringt. 

2. 

Das ganze Gebiet der complexen Grossen, in welchem die 
der Gleichung X = 0 genügenden Werthe von x gesucht wer* 
den sollen, ist ein Unendliches von zwei Dimensionen, indem, 
wenn ein solcher Werth x^t + iu gesetzt wird (wo t immer 

die imaginäre Einheit Y — l bedeutet) . für t und u alle reellen 
Werthe von — oo bis -|- oo zulässig sind. Wir liaben nun zu- 
vörderst aus diesem unendlichen Gebiete ein abgegrenztes end- 
liches auszuscheiden, ausserhalb dessen trewiss keine Wurzel 
der bestimmten Gleichung X = 0 liegen kann. Dies kann auf 
mehr als e i n e Art geschehen ; unserem Zweck am meisten gemäss 
scheint die folgende zu sein. 

Anstatt der Form t -f- tu gebrauche man diese 

X — r(coBQ -4- 1 sin^], 

wonach zur Um&ssung des ganzen unendlichen Gebiets der 
complezenGi^ssen r durch alle positiven Werthe von 0 bi8+oo, 
und Q von 0 bis 360**, oder, was dasselbe ist, von einem belie- 
bigen Anfangswerthe bis an einen um 360*^ grösseren Endwerth 
ansgedebnt werden mnss. 

Um fttr r eine Grenze zu erhalten, ftber welche hinaus kein 
Werth mehr einer Wurzel der Gleichung X = 0 entsprechen 
kann, setze ich zuvdrderst die Ooefficienten der einzelnen Glie- 
der von X in eine fthnüche Form, wie x, nämlich 

A = a [COS « -f- t sin a) 
B —h (cos ß -\- i sin ß) 
C =c (cos y 4- » sin yj . . . , 

wo also a, 6, c, . . . bestimmte positive Grdssen bedeuten sollen, 
abgesehen davon, dass auch eine oder die andere darunter = 0 
sein kann. Ich betrachte sodann die Gleichung 

welche, wie man leicht sieht, eine positive Wurzel hat, und 
zwar {Harrte Lehrsatz zufolge) nur eine solche. Es sei J2 



...... ^le 
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diese Wurzel, wo dann von selbst klar ist, dass för jeden posi- 
tiven Werth von der grösser ist als ü, der Werth von r** — 
V2". («r*»-! + ir«-2 -f cr*»-3-h .. .) positiv sein, und dass 
dasselbe anck von der Fnnetion 

gelten wird, da dieselbe das »fache der ersteren Fnnetion um 

y2,(ar"-i-h 2 6r^'-2 + 3cr"-3-H ...), 
also um eine positive Differenz llbertrifit. 

Ich behaupte nun, dass die Grösse M geeignet ist, eine solehe 
Grenze für die Werthe von r, wie im vorhergehenden Artikel 
gefordert ist, abzugeben. Der Beweis dieses Satzes ist anf fol- 
gende Art zn fuhren. 

Ich setze allgemein X = T + i II, wo selbstredend jTund U 
reelle Grössen bedeuten, und zwar wird 

2=r"cos«^4-ö^'*'~' co8((w — 1)^ + «) 

_|_ Jyn-2cos((«— 2)^ + /?) 

+ cr*»~3co8((«— 3)^-|-y)+ ... 

t7'«r**8in«^ + ar**-i sin((» — 1)^4-«) 
+ hr^-^ sin ({»— 2J ^ + j*) 
+ cr»-3gin({«— 3)^-|-y)4- ... 

Man übersieht leicht, dass, wenn förr irgend ein positiver Werth 
grösser als 7t* gewählt wird, 7'nothwendig dasselbe Zeichen ha- 
ben wird wie cos /^^, so oft dieser Cosinus absolut genommen 

nicht kleiner ist aläV^. Man braucht nämlich jt'nur in folgende 
Form zu setzen 

± r = . r«— «r»- 1 — h r»-^*— er«-» — . . . 

-i- [± cos UQ — V|>]r* 

H- [1 dr cos ({w — 1) (> 4- a)]ar*""i 

4- [1 dr cos ((w — 2) Q + ß)] Är»-2 

+ [1 zb cos ({n— 3]^ + 7)]cr»-s 4- . ..^ 

wo die oberen Zeichen für den Fall eines positiven, die unteren 
für den Fall eines negativen cos;z(> gelten sollen, und wo der 
erste Theil des Ausdrucks auf der rechten Seite positiv ist, in 
Folge des im vorhergehenden Artikel gegebeneu Satzes, von den 
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folgenden aber wenigstens keiner neerativ werden kann. Auf ganz 
ähnliche Weise erhellt ^indem man in obiger Formel nur U an- 
statt T und durchgeht; lids Sinns anstatt Cosinus schreibt' , dass 
unter ^lei^^her Voraus>etzung in Beziehung auf r, allemal /^'das- 
selbe Zeichen hat wie ürtiq, so oft dieser Sinus absolut genom- 
men nicht kleiner ist als vT hat demnach in allen Fällen 
wenigstens die eine der beiden Grössen T, U ein voraus be- 
stimmtes positiveB oder negatives Zeichen , und es kann folglich 
für keinen Werth von q die Fnnction X =: 0 werden. W. 2. b. w. 



4. 

Um das Verhalten von T^nnd U in Beziehung auf die Zei- 
chen und deren Wechsel (bei einem bestimmten, JR ILbersehrei- 
tenden Werthe von r) noch mehr ins Licht zu setzen , lasse man 
Q alle Werthe zwischen zwei um 360^ verschiedenen Grenzen 
darcblaufen, wozn jedoch nicht 0 nnd 360^, sondern, indem znr 
Abkürzung 

n 

gesetzt wil d, — <f) und (Sw — i) tu gewählt werden sollen. Den 
ganzen Zwischenraum theile ich in 4w gleiche Theile, so dass 
der erste sich von — v) bis der zweite von tu bis 3w, der 
dritte von 3 bis bcu ... erstreckt. Zuvörderst hat man auch 

noch die Werthe der Differe^iiialqnotienten , 3— in Be - 

tracht zu ziehen , wofür man hat 
dT 

-j^ — — »r'' sin « ^ — (» — 1) ar"' Uin ((« — 1) ^ -f- «) 

— {« — 2)5 r"-2sin((« — 2)^ -f;^) 

— [w — 3)cr"-3 8in((w — 3)^ -h;^) — ... 

du 

r= 7n'^' cos ?tQ -\- [n — 1) ar^^~^ cos ((« — 1) -f- «) 

+ (« — 2) i r*'-2 cos ({n — 2) ^ -|- ß) 

4. (» — 3)cr"-3cos((» — 3)p-hy) -4-.-. 

Man erkennt daraus leicht, durch ähnliche Schlüsse wie im vor- 
hergehenden Artikel und unter Zuziehung des Satzes am Öchlus^e 

d T 

▼on Art. 2 , dass immer das entgegengesetzte Zeichen von 
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sin no hat, so oft dieser Sinns absolut genommen nicht kleiner 

ist als dass Mugegen immer dasselbe Zeichen wie cos^^^ 

hat, 80 oft der absolute Werth dieses Oosinns nicht kleiner ist 

als 1^. Hieraus zieht mau folgende Schlüsse. 

In dem ersten Intervalle, d. i. von = — w bis ^ = -f- w, 
ist T stets positiv, U hingegen für den Anfangswerth negativ, 
fttr den Endwerth positiv, mithin dazwischen gewiss einmal = 0 

nnd zwar nur einmal, weil in dem ganzen Intervalle -j— po- 

sitiv ist. 

In dem zweiten Tntervalie ist f7 stets positiv, T zu Aut'aii^' 
positiv, am Ende negativ, dazwischen einmal T = 0 und zwar 

dT 

nur einmal, weU in dem ganzen Intervalle negativ ist. 

lu dem dritten Intervalle ist T stets negativ, U einem Zei- 
chenweehsel unterworfen, so dass einmal C7'=0 wird. 

Im vierten Intervalle ist U stets negativ, T einmal = 0. 

In den folgenden Intervallen wiederholen sieh in gleicher 
Ordnung diese Verhftltnisae, so dass das fnnfte dem ersten, das 
sechste dem zweiten u. s. f. gleichsteht. 



5. 

Aus der im vorhergehenden Artikel erörterten Folgeordnung 
der positiven und negativen Werthe von Tund U, die bei jedem 
Uber M hinausgehenden Werthe von r stattfindet*), lisst sieh 
nun folgern, dass innerhalb des Gebiets der kleineren Werthe 
von r gewisse Kreuzungen in diesen Anordnungen vorhanden 
sein mttssen, die das Wesen unseres zu beweisenden Lehrsatzes 



*^ Es leicht zu zeigen, ;i;ieh für den Werth r = R .-ellxr 
eine gleiche rolgeordnun^ noch i^ulti^^ bleibt, nur mit der Eiuschräu- 
kuDg, dass dann in ganz specielleu Fällen ein Uebergaugswerth von 
o, (d. h. ein solcher, fUr welchen T oder U = o wird) mit einer der 
Grössen — w, (o. 3 w, 5 w n. s. w 7iisnmmeufalien kann, während für 
alle grösseren VV'ertiie von r jeder L t bei iraiig-swerth von q z w i s c ii e ii 
zweien dieser Grössen liegen uiuäs. Ich halte mich jedoch dabei nicht 
auf, da fUr unaern Zweck zureicht, das Bestehen jener Folgeordnung, 
von irgend einem Werthe von r an, nachgewiesen zu haben. 
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in sich schliessen. Ich werde die Beweisführung in einer der 
Geometrie der Lage entnommenen Einkleidung darstellen , weil 
jene dadurch die prö^ste Anschaulichkeit und Einfachheit ge- 
winnt. Im Grunde gehört aber der eigentliche Inhalt der gan- 
zen Argumentation einem höheren von Räumlichem unabhän- 
gigen Gebiete der allgemeinen abstracten Grössenlehre an, dessen 
Gegenstand die nach der Stetigkeit zusammenhängenden Grössen- 
combinationen sind, einem Gebiete, welches zur Zeit noch wenig 
angebaut ist. und in welchem man sich auch nicht bewegen 
kann oiine eine von räumlichen Bildern entlehnte Sprache. 

6. 

Das ganze Gebiet der complexen Grössen wird vei^treten 
dareh eine unbegrenzte £bene , in welcher jeder Punkt, dessen 
Ooordinaten in Beziehung auf zwei einander rechtwinklig schnei- 
dende Achsen t, u sind, als der eomplezen GrOase t-r-iu 
entsprechend betrachtet wird : bringt man diese oomplexe Grösse 
in die Form x^r (cos Q + i sin q), so bedeuten r, q die PoUr- 
coordinatendcB entsprechenden Punktes. Der Inbegriff aller com- 
plexen Grössen, für welche r einerlei bestimmten Werth hat, 
wird demnach durch einen Kreis reprftsenlirty dessen Halbmesser 
dieser Werth, und dessen Mittelpunkt der Anfangspunkt der 
Coordinaten ist. Deiyenigen dieser Kreise , fflr welchen r um 
eine nach Belieben gewählte Differenz grösser als R ist, will ich 
mit K bezeichnen, und nut (1), (2), (3), ... (2») diejenigen 
Punkte auf demselbeUi welchen die beziehungsweise zwischen co 
und 3a>, zwischen hu» Und lia, zwischen %io und 11 u. s. f. 
bis zwischen (8ft — 3) lo und (8/; — l)cti liegenden Werthe tob 
Q entsprechen , für welche nach dem 4 . Artikel T = 0 w ird. 
Man bemerke dabei, dass für die Punkte (1), (3), (5), po- 
sitiv, ftlr die Punkte (2), (4), (6), ... hingegen negativ sein wird. 

7. 

Die Gesammtheit derjenigen Punkte in unserer Ebene, fUr 
welche T positiv ist, bildet zusammenhängende Fläohentheile, 
wie schon von selbst erhellt, wenn man erwägt, dass bei einem 
stetigen Uebergange von einem Punkte zu einem anderen T sich 
nach der Stetigkeit ändert. Ebenso bilden sfimmtliche Punkte, 
fflr welche T negativ wird, zusammenhängende Flächentheile. 
Zwischen den Flftchentheilen der ersten Art und denen der 
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zweiten liegen Punkte, in welelien T= 0 wird, nnd nach der 
Nator der Fnnetion T können diese Punkte nickt auch FliU^hen- 
attteke, sondern nur Linien bilden, welche eineraeits die einen, 
andererseits die anderen FlAehentheile begrenzen. 

Der ausserhalb JTliegende Baum enthält n Flüchen der er- 
sten Art, die mit ebenso Äüea der zweiten Art abwechseln, und 
wovon jede, von einem Stflck der Kreislinie JTan, zusammen- 
hängend dch ins ünendliehe erstredet. Zugleich aber ist klar, 
dass jedes dieser Flftchenstllcke sieh Uber die Kreislinie hinaus 
in den inneren Baum fortsetzt, und dass in Beziehung auf die 
weitere Gestaltung folgende Fälle stattfinden kdnnen. 

1. Das betreffende von einem Tlieile von K anfaugende 
Fläch6nstü.ck endigt sich isolirt innerhalb der Kreisfläche ; seine 
peripherische Begrenzung besteht dann nur aus zwei zusammen- 
hängendeii Stücken, wovon eines ein Bestandtheil von K ist, das 
andere innerhalb des Kreisraumes liegt. In der beigefügten 
Figur, welche sich auf eine Gleichung fünften Grades bezieht 
und wo die Zeichen von T in den verschiedenen Fläehentitcilen 
eingeschrieben sind , finden sich drei der Flächen mit positivem 
T in diesem Falle ; die eine hat die Grenzlinien 1 0. 1 und 1.11.10; 
die zweite diese A . 5 und 5.12.4; die dritte 6 . 7 und 7.13.6. 
Flächentheile ähnlicher Art mit negativem Tfinden sich zwei vor. 

2. Das Flächeustiick durchsetzt eintack die Kreisfläclic der- 
gestalt, dass es mit einem au einer anderen Stelle eintreteuden 
.eine zusjunm iihängcnde Fläche bildet. Die ganze peripheri- 
sche Begreiizuugslinie wird drinn aus vier Stücken bestehen, von 
denen zwei der Kreislinie ir angehören, nnd die beiden anderen 
dem inneren liaume. In unserer Figur findet sich dieser Fall 
bei dem durch 2.3; 3.0.8; 9.11.2 begrenzten Fläckenstück. 

3. JDas Flächensttlck spaltet sich im inneren Kreisranme ein- 
mal oder mekreremale dergestalt, dass es mit nock zweien oder 
mehreren an anderen Stellen eintretenden eine zusammenkän- 
gende Fläche bildet, deren ganze peripherische Begrenzung dann 
aus sechs, acht oder mehreren Sttlcken in gerader Zakl besteken 
wird , die abwechselnd der Kreislinie und dem inneren Banme 
angehören. In unserer Figur tritt dies ein bei einem Flächen- 
theile, dessen Begrenzung durch die sechs Stücke 3.4 : 4.12.5; 
5.6; 6. 13.7; 7.8; 8.0.3 gebildet wird, in welekem aber T 
negativ ist. 
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8. 

Bei einer voUstindigeD AnfBfthlnng aller denkbaren Gestal- 
tangen der in den inneren Kreisranm eintretenden Flächentheile 
würden den angegebenen Füllen noeh anderweitige Modificatio- 
nen beigefügt werden mfissen. Wenn z. B. ein solcher Flachen- 
theii uoh zwar in zwei Aeste spaltet, diese aber im inneren Banme 
sieh wieder vereinigen, so wftrde dieser Fall, je nachdem nach 
der Yereinigung die Flache im Innern ihren Abschlnss findet, 
oder (ohne nene Theilnng) sich bis zn einer anderen Stelle der 
Kreislinie fortsetzt, dem ersten oder zweiten Falle des vorher- 
gehenden Artikels zugerechnet werden kdnnen, indem die Ge-* 
staltung der FUche nur durch das fiinschliesseu einer nicht zu 
ihr gehörenden Insel modificirt sein wllrde. Uebrigens wftrde 
es nicht schwer sein» strenge zu beweisen ^ dass bei der beson- 
deren Beschaffenheit der Function T Modificationen dieser Art 
gar nicht möglich sind; für unseren Zweck ist dies jedoch 
unnOthig, indem es nur auf ^e Folge der Stocke der äusseren 
Begrenzung jedes der in der Rede stehenden Flächentheile (d.i. 
derjenigen, in welchen 7* positiv ist) ankommt. 

Wir haben nämlich schon bemerklich gemacht, dass die An- 
zahl ^eser Stflcke allemal gerade ist (zwei im ersten Falle des 
vorhergehenden Artikels, vier im zweiten, sechs oder mehrere 
im dritten; , wovon wechselsweise eines der Kreislinie Kf eines 
dem inneren Räume angehört. Ferner ist klar, dass, wenn jene 
äussere Begrenz ungslinie immer in einerlei Sinn durchlaufen wird, 
wozu hier derjenige gewählt werden soll, in welchem die Be- 
zifferungen der Punkte von K wachsen (also Beispiels halber in 
in unserer Figur so, dass die Fläche immer rechts von der Be- 
grenzungslinie liegt), der Anfangspunkt und der Endpunkt eines 
der Kreislinie angehörenden Stflcks beziehungsweise dnrch eine 
gerade und die um eine Einheit grössere ungerade Zahl bezeichnet 
sein wird, mithin der Anfangspunkt und der Endpunkt jedes 
den inneren Raum durchlaofenden Stacks allemal beziehungs- 
weise durch eine ungerade und eine gerade Zahl. 

Es steht also fest , dass von den n an einem mit einer un- 
geraden Zahl bezeichneten Punkte von iSTin den inneren Raum 
eintretenden Linien, in denen äberall T = 0 ist eine jede auf 
eineganz bestimmte Art*) diesen Raum zusammenhängend dnrcb- 



* Uii>:i Sie alleraal einen hestimmten L;iuf hat. lieruhet daraut. 
Uasä sie eiuen Thcil der iiusgereu Abgrouziaig einer Flache, für welche 
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läuii. bis .sie an einer anderen mit einer «reraden Zahl bezeich- 
neten Stelle wieder austritt. Da nun, wie schon oben (Schluss 
des f). Art.] bemerkt ist. in ihrem Anfangspunkte der Werth von 
positiv, am Eiulpunkte negativ ist, so muss wegen derStetig- 
keit der Werthänderung nothwendig in einem Zwischenpunkte 
C7 = 0 werden. Dieser Punkt repräsentirt dann eine Wurzel 
der Gleichung X = 0; und da die Anzahl solcher Linien =n 
ist, so ergeben sich auf diese Weise allemal u Wurzeln jener 
Gleichung. 

9. 

Wenn die gedachten Linien durch den Kreisraum gehen 
ohne ein Zasammentreffen mit einander, so ist klar, dass die so 
erhaltenen n Wnraeln nothwendig ungleich sind Ein solches 
freies Durchgehen findet sich in unserer Figur bei den Linien von 
nach 8, von 5 nach 4 und von 7 nach 6, und es gehören daza 
die durch die Punkte 0, 12, 13 repräsentirten Wurzeln. Wenn 
hingegen zwei solcher Linien, oder mehrere, einen Punkt ge- 
meinschaftlich haben, so ist zwar darum noch nicht nothwendig, 
aber doch möglich, dass dieser Punkt zugleich derjenige ist, in 
welchem 17= 0 wird, in weichem Falle dann zwei oder mehrere 
Wurzeln in eine zusammenfallen, oder, wie es gewöhnlich ans^ 
gedrfickt wird, unter sich gleich sein werden. In unserer Figur 
treffen die Linien 1.10 und 9.2 in dem Punkte 1 1 zusammen, 
und in demselben wird zugleich 0 ; die Gleichung hat also 
ausser den schon aufgeftthrten drei ungleichen noch zwei gleiche 
Wurzeln. 

10. 

Es bleibt nur noch iihr5«r, nachzuweisen, dass, wenn der eine 
Wurzel = /; repräsentirende Puukt P in zweien oder mehreren 



T ein bestiulmtes Zeichen hat, ausmachen soll ; ich habe das positive 
Zeichen gewählt, was au »ich ganz willkürlich ist. So verstanden setzt 
sich z. B. die in 1 eintretende Linie durch 11 nach 10 fort: als Xheil 
der Grenzlinie einer Fläche, worin T negativ ist, würde die Linie 
1.11 nach 2 fort^resetzt werden müssen. .Spricht man hinj!:eo:en nur 
von einer Linie, worin 7' = o igt , ohne s'm als Theil der ße^rrenzung 
einer bestimmten Fläche zu betrachten, so würde eher 11.9 als natür- 
liche Fortsetzung von 1.11 gelten können. Der hier gewählte Ge- 
sichtspunkt unterscheidet mein gegenwärtiges Verfahren von dem 
von 1799, und tragt wesentlich zur Vereinfachung der Beweisfüh- 
rung bei. 
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Linien 7 == 0 zugleich liegt, das Quadrat von x — p oder die 
der Anzahl jener concurnrenden Linien entsprechende höhere 
Potenz in X al3 Factor enthalten sein wird. Der Beweis davon 
beruht auf folgenden Sätzen. 

Man fdhre anstatt der unbestimmten Grösse x eine andere 
z ein, indem man x = z -\- p %^izi. Es gehe durch diese Sub- 
stitution X in Z über, wo also Z eine Function von z von glei- 
cher Ordnung wie A' von x sein wird , deren constantes Glied 
aber fehlt. Indem man dieselbe nach aufsteigenden Potenzen 
von z ordnet, sei das niedrigste nicht verschwindende Glied 

= JSr«»» und Z= -h l] 

wo l die Form Lz L' z'^ -f- Ll'z^ + * ' ' ^^^^^ 
wird ; endlieh setze man 

z = ä(cos {/' -\- i sin ip). 

Der reelle und der imaginäre Bestandtheil von z drücken die 
Lage jedes unbestimmten Punktes der Ebene als reehtwinklige 
Coordinaten, und die Orössen s, %ff die Polarooordinaten gans 
ebenso relativ gegen den Punkt P aus, wie die Bestandtheile von 
und die GrOssen r, (p die relative Lage gegen den ursprflng- 
liehen Anfangspunkt bezeichnen. Die Verbindung eines bestimm- 
ten Werthes von s mit allen Werthen von xp in einer Ausdehnung 
von 360^ stellt also die Punkte einer Kreislinie dar, die ihren 
Mittelpunkt in P hat und deren Halbmesser s ist. 

Setzt man mm K= k (cos x + t sin x), und folglich 
Kz^^ = (co8(m ^ 4- x) 4- 1 sin (m i// -h x)), 

so wird fftr ein unendlieh kleines b die Grösse die wenigstens 
von derselben Ordnung ist wie 9^ neben der t vemaehlässigt,. und 
mithin gesetst werden dlirfen 

r=^-Ä''^cos {nnp-\-y.], 

woraus erhellt, dass, während t/i um 360^ wächst, das Zeichen 
von T in m Stttcken der Ereisperipherie positiv, und in ebenso 
vielen mit jenen abwechselnden negativ ist oder dass 7 in 2 m 

Punkten = 0 wird, nämlich für xb = -(x— -90°), ^ (x -f-üO"*), 

— (x -|- 270*^),. . . Es gehen demach von P zusammen 2mLinien 

m 

aus, in denen 7' = 0 ist, oder wenn man sie paarweise so v er- 
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bindet, dass jede, wo, bei wachsendem ifj, das Zeichen aus 
— in übergeht, zusammen mit der nächstfolgenden, wo der 
entgegengesetzte Uebergans: stattfindet, wie die Begrenzungslinie 
eines Flächentheils mit pu^itivem T betrachtet wird , so treffen 
in F überhaupt m dergleichen Begrenzungslinien zusammen. 

Von der anderen Seite ist klar, dass sowie ^unbestimmt durch 
r'" und durch keine höhere Potenz von z theilbar ist, X den 
Factor {x — -/? ' aber keine höhere Potenz von x — p enthalten 
wird. K*? ist nlsoaUemal, waunp irg-end eine Wurzel der Gleichung 
X = 0 bedeutet, der Exponent der höchsten Potenz von x — p, 
durch welche X theilbar ist, der Anzahl der i n P zusammen- 
tretlenden Rpirronzungslinien für Flächen mit positivem T gleich, 
oder was dasselbe ist, der Anzahl solcher au i^zusammentreffender 
Flächen 

Uebrigeus ist leicht der Bevveisfühnino: eine von Einmi- 
schung unendlich Idriner Grössen ganz unabhängige Einkleidung 
zu geben und zwar ganz analog der Schlussreihe in den Art. '6 
und 4. Es lässt sich nämlich ein Werth von nachweisen, für 
welchen, sowie ftir jeden kleineren, der ganze Cyklus aller 
Werthe von ip dieselbe abwechseliiclf' Folge von w Stücken mit 
positivem T und ebenso vielen mit negativem darbietet. Diese 
Eigenschaft hat die positive Wurzel der Gleichung 

0 = j»VJ— {!»+ l) /ä — (m-h2)^«2_ 

wo /, r . . ., die positiven Quadrat wurzeln aus den Normen 
der complexen Grössen L, L\ L", ... bedeuten, oder wo 

L —l (cos A + » sin X ) , 
L'=^l' (cosA' 4-esinA') , 

r (cos r -h i sin r ) . . . 

gesetzt ist. loh glanbe jedocli die selur ieiehte Entwieklvitg die- 
ses Satzes hier fibergehen zu k^hraen. 

Schliesslich mag noch bemerkt werden, dass bei derBeweis- 
fflhrung in der Abhandlung von 1799 die Betrachtung zweier 
»Systeme von Linien erforderlich war, das eine die Linien, wo 
7'= 0, das andere diejenigen, wo U — 0, enthaltend, während 
in un^prem jetzigen Verfahren die Betraclitiin? eines Systems 
ausgereicht hat; ich hiibe dazu das System (Ut Begrenzungs- 
linien der Flftchentheile mit positivem / gt wählt es hätte aber 
ebenso gut zu dem^^olben Zweck die Betrachtung der Begren- 
zungslinien der iiäckea mit positivem [oder uegatTvemJ dienen 
können. 



Anmerknngen. 



In früheren Heften dieser Sammlnng finden steh in eekige 
Klammem geaetzte Zahlen, welche die Seiten der Original- 
ansgabe bezeichnen. £ine solche Hinznft|^ng Ist hier ans dem 
Gmnde unterlassen, dass dieselbe eben nnr bei Einweisung anf 
die ersten Drucke von Werth sein kann* dass aber seit der Her- 
ausgabe der Werke von C. F. Gauss durch dieRönigl. Gesell- 
schaffe der Wissenschaften zu Gdttingen ein Znrflekgreifen anf 
jene fUr Citationen kaum noch vorkommen dürfte. 

Der erste der vier Gau^^^schenBeweise wurde im Jahre 1797 
gefhnden und im Jahre 1 799 als Inaugural-Dissertation zu Helm- 
städt gedruckt; ihm schliesst sich der zu G^ot»«' fDnfzigjährigem 
Doctorjnbiläum 1S49 gegebene Beweis ( veröffentlicht in den Ab- 
handlungen der Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften zn 
Gdttingen IV, 1850) eng an. Der zweite Beweis stammt aus 
dem Ende des Jahres 1815, der dritte aus dem Januar des 
Jahres 181 6 ; beide sind in den Oommentationes recentiores der 
genannten Gesellschaft III, 1816 abgedruckt. 

Die drei ersten Beweise beruhen auf Grundlagen, die unter- 
einander vollständig verschieden sind, während der vierte sieh 
in seinem Gange dem ersten nähert und sich hauptsächlich nnr 
dadurch von ihm unterscheidet, dass er das Bestehen sämmt- 
lieber Gleichnngswurzeln gleichzeitig nachweist. 

Diese beiden Beweise, der erste und der vierte, sind t jpisch 
für die sogenannten geometrischen, d. h. diejenigen Beweise, 
welche die geometrische Stetigkeit ohne Weiteres auf die arith- 
metischen Grössen Übertragen, und also, um es kurz anzudeuten, 
einer jeden Streckenlänge eine arithmetische Zahl ensprechen 
lassen. Hierdurch wi|d aber, nach unseren neueren Anschauun- 
gen, gerade der mit Recht als »transcendent« bezeichnete Theil 
des geforderten Beweises stillschweigend Übergangen. 

Der dritte Beweis gehört zur Reihe der analytischen bezw. 
functionentheoretischen Beweise, d.h. degenigen, bei denen die 
benntzten Hfllftmittel der Analysis bezw. der Functionentheorie 
angehören. B% kann also der Beweis dem Gebiete der Arithmetik 
nicht mehr zugerechnet werden; aber auch der arithmetische 
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Satz selbst tritt aus diesem Bereiche : er gehört in dieser Be- 
handlung einer Zahl anderer Sätze zn, welche Aber das Gebiet 
der ganzen Functionen hinaus Geltang haben. 

In seiner Anlage als der scharfsinnigste, in seiner Methode 
alsderweitesttragendemuss der zweite Beweis bezeichnet werden. 
Er führt einen EtUer-Foncenex' sehen Gedanken correct durch 
und zeigt, das», wenn m:m flie Existenz einer Wnrzel bei den 
Gleichungen ungeraden Grades voranssef/t. man von dieser ans 
dnrch die Lösung einer Keihe von quadratischen Gleichungen 
zn Wurzeln jeder beliebigen Gleichung gelangen kann. Es wird 
also in diesem Beweise weniger geo^eben, als in den übrigen, 
aber gerade duHurch wird das Beweisbare von dem Unbeweis- 
baren scharf getrennt. Eine Vereinfachung des Beweises gab 
Herr Gordan in Clehsch, Math. Ann. X, 252. 

Herr L. Kronecker hat den Grundgedanken dieses zweiten 
Gflws&'schen Beweises in seinen »Orundzfigen einer arithmeti- 
schen Theorie der algebraischen Grössen« § 1 3 klargelegt und 
weiter entwickelt. Und auch die neueren Anschauungen hin- 
sichtlich der »Wurzelexistenz- Beweise« findet man in scharf- 
sinniger Auffassung und Darstellung in dem Aufsatz > Uel)er den 
Zahlbegriff« (Journal f. r. u. a. Math. Cl. S. 353 ff.) des Herrn 
L, KronecJcer, dem diese mathematisch-philosophischeVertiefung 
zu verdanken ist. 

Ueber die Bezeichnungen sei Folgendes bemerkt. 

1. Unter neinfachen Factoren« S. 69 ff.) versteht 6rö«w 
das, was heute als »lineare Factoren« bezeichnet wird. 

2. Eine ganze Function /* [x, a,b, . . .) ist durch eine andere 
ganze Function r/ r, b,, , .) »unbestimmt« theilbar (8.54, 55) 
bedeutet, dass die Theilbarkeit stattfindet, wenn man unter 
X, (ly . . . unhestimmte Grössen versteht. 

3. Der Ausdruck i)/c ist unbestimmt eine ungerade Zahl« 
(8. 59) bedeutet, dass jede beliebige etwa vorkommende unge- 
rade Zahl» ohne Ansehung ihrer besonderen Grdsse, durch k 
bezeichnet werden soll. 

4. Der Ausdruck »Determinante der ?i Grössen x', x\ . . .ff 
welchen Gau.ss (S. 42) einführt, ist im heutigen Sprachgebrauch e 
allgemein durch »)Diseriminante« ersetzt worden. 

5. Die von Fourier stammende Bezeichnung der Grenzen be- 
stimmter einfacher od. mehrfacher Integrale hatOauss nie benutzt. 

Glessen, I. Februar 1890. 

£. Netto. 

OBtwal<r« Xluaikor. 14. 6 
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Conlomb, 4 Abhandlgen iiber d. Elektricität n. d. Magnetlamw. 
(1785-1780.) Cbers. u. terausg. v. W.König. Mit 14 Textf * 

(88 S.; ^ LSO. 

C. F. Gauss, D. 4 Beweise d. Zerlegung ganser algebr. Functionen 
etc. fl791»— lf^4D.) Ilerai^sg. V. E. Netto. (81 S.) uTl-ßO. 
l lieod. de Saassnre, CLem. l utcrsuch. üb. d. Vegetation. (1804.) 
1. Hälfte. Mit 1 Taf. Übers. A. Wieler. 96 S.) ^ 1,80. ' 

" 2, Hälfte. Über«, v. A. Wieler. {113 S.) «#1.80. 

In Vorbereitiiiig befinden sieh: 

Brtvais, Ablandigen üb. symmetr. Polyeder. M849.) Überg. u. in 
Gemelnscliaft mit P. Groth heraußg. von C. u. E. Blasius. 
C. Ludwigf Nene Yenncbe üb. d. Beihilfe d. Nerven zur Speichel- 
absondening. Mit 2 Tef. E. Becher u. C. Ludwig, Mittin^. 
e. Gesetzes, w. d. ehem. Zusammenscizg. d. UüterkietVr-Spoirhels 
b. Hunde bestimmt — C. Raliii, Unters, üb. Wurzeln n. iiahnen etc. 
Heransg. Ton M. v. Frey. 

Laplace, Jvory, Gauss, Abbandigen üb. d. Anziehung homogener 
Elllpsoide. (1782—1812). Herau^^?. von A. Wanger in. 
Hny^lienS, Abhandlung Üb. d. Licht. Heraus?, von E. L oiumel. 
Liebig u. Wühler, UnterÄUchungen üb. d. Radikal d. Benzoesäi 
LMig, üb. d. Coustitution d. orgauigchen Säuren, 
fiittorf, Über d. Wanderung der Jonen bei der Elektrolyse 
LaTdsier u. Laplace, über die W&rme. 
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